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Vorrede. 



Ich hübe in meineo „Neuen Rechnungsmethoden der höheren Mathe- 
matik" (1891) eine Anzahl von neuen Rechnungsarten, nämlich die 
Potenzial-, Radikal-, Logarithmal- und Numeral rech nun g dargestellt, 
welche der Analysis des unendlichen weite, bisher unbeltannte Gebiete 
erschliessen. Da die Wahrheit und der Wert des neuen Kalküls, ähnlich 
wie dies auch hei der Erfindung der Differentialrechnung der Fall war, 
im Anfang notwendig Zweifeln begegnen musste, so galt es vor allem, 
ihn durch die Anwendung auf ein grosses praktisches Beispiel in den 
Augen der Mathematiker zu bewähren. Ich wählte zu diesem Zweck die 
Integralrechnung, einesteils, weil mir dieses Gebiet der höheren Mathe- 
matik seit jeher als besonders reformbedürftig erschien und dann auch 
aus dem Grunde, weil es ausgedehnt genug ist, um die Richtigkeit und 
die Wichtigkeit der von mir erfundenen Rechnungsmethoden für jeden 
Unbefangenen auf eine zweifellose Weise zu erproben. Die Grundzüge 
der auf dem neuen Kalkül beruhenden Integralrechnung ^vurden von mir 
in den „Neuen Integrationsmethoden auf Grund der Potenzial-, Logarith- 
mal- und Numeralrechnung" (1892) entwickelt. 

Ich übergebe nunmehr dem mathematischen Publikum den ersten 
Teil des „Entwurfs einer neuen Integralrechnung", welcher die rationalen 
algebraischen und die goniometrischen Integrale, also den grösseren Teil 
der Lehre von den unbestimmten Integralen umfasst. Während sich 
meine „Neuen Integrationsmethoden" ihrer Bestimmung gemäss vor- 
herrschend mit den prinzipiellen Fragen beschäftigten, werden in der 
vorliegenden Schrift alle wichtigeren und schwierigeren Probleme eines 
ausgedehnten Gebiets der höheren Mathematik mit Hilfe der neuen Rech- 
nungsmethoden gelöst. Ich hoffe deshalb, dass schon diese Abhandlung 
den Mathematikern die Entscheidung der Frage ermöglichen wird, ob 
der von mir erfundene Kalkül in den Kanon der mathematischen Erkennt- 
nisse aufzunehmen ist. Eine Schritt Über die irrationalen, exponentieUen 
und logarithmischen Integrale, für welche alle Vorbereitungen bereits ge- 
troffen sind, wird dann den vorläufigen Äbschluas meiner Bestrebungen für 
die Erweiterung und Verbesserung der höheren Mathematik bilden. 
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Ich hatte urspröaglich die Absicht, die neuen lutegrationsmethodeii 
in der Darstellung fortlaufend mit der heutigen Integralrechnung au ver- 
gleichen. Da jedoch kaum eine einzigG Entwicklung der neuen Integral- 
rechnung mit den bisherigen Ableitungsweiaen Übereinstimmt, so hätte 
eine solche Vergleichung einen ungebührlieh grossen Raum in Anspruch 
genommen und ich konnte darauf um so eher verzichten, als die Mathe- 
matiker ohnedies meine Schrift vom Standpunkt der heutigen Integrations- 
methoden beurteilen werden. Ich will mich deshalb hier darauf be- 
schränken, folgende Eigentümlichkeiten des neuen Integrationssystems im 
allgemeinen hervorzuheben. Alle Integrale werden in der neuen Integral- 
rechnung mittelbar oder unmittelbar aus den betreffenden Differentialen 
selbst durch elementare Operationen mit Zuhilfenahme der Potenzial-, 
Logarithmal- und Numeralrechnung abgeleitet. Diese streng wissenschaft- 
liche Abi eitunga weise macht es dann leicht, die auf den ersten Blick oft 
so willkürlich erscheinende Struktur der Integrale in ihrer Notwendig- 
keit zu begreifen und wird wohl im weiteren Lauf der Entwicklung zu 
einer allgemeinen Theorie der Integrabilitat der Differentiale führen. 
Die meist so lästige und weitläufige Zerlegung der Differentialfuuktionen 
in Partialbrüche entfällt vollständig. Endlieh tritt an die Stelle der 
vielen Reduktionsformeln eine geringe Anzahl von Integrationsformeln, 
die jedoch gleichfalls aus den allgemeinen Differentialen durch elementare 
Operationen nach gewiesen immer wiederkehrenden IVIethoden gewonnen 
werden und die deshalb Jedermann, der sich mit den neuen Rechnungs- 
arten vertraut gemacht hat, ohne Schwierigkeit selbst ableiten kann. Sollte 
ich daher den Unterschied zwischen der alten und der neuen Integral- 
rechnung in ein Wort zusammenfassen, so möchte ich sagen, dass die 
Integrale nach jener gefunden, nach dieser berechnet werden. 

Indem ich so den neuen Kalliül zunächst auf die Integralrechnung 
anwende, soll dessen Wirksamkeit keineswegs auf diese Disziplin oder 
auch nur auf die Mathematik überhaupt eingeschränkt werden. So wie 
ich vielmehr bei der Erfindung der neuen Rechnungsmethodeu von einer 
bestimmten naturwissenschaftlichen Grundansicht ausgegangen bin, so 
hoffe ich auch, dass sie später innerhalb der Naturwissenschaft ihr vor- 
nehmstes Anwendungsgebiet finden werden. 

Wien, im August 1892. 

Der Verfasser. 
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Erste Abteilung. 
Allgemeine Bemerkungen. 

§. 1. 

Wesen der neuen Integralreclmung. 
Bekanntlich wird jedes Diifei-ential aus einer Fuudamentalgleiciiung 

von der Form: 

f(:c + dx)~f(x)-df(x) 1) 

gewonnen. So wie uns nun die Differentialrechnung lehrt, in welcher 
Weise aus dem Ausdruck f(x-\-dx) — /{x) das Differential df{x) ent- 
wickelt wird, so besteht das Wesen der neuen Integralrechnung darin, 
dass man ans dem gegebenen Differential äf{x) den Ausdruck 

f{x + iU) - f(x) 
zu ermitteln sucht. Die neue Integrationsmethode ist folglich, dem um- 
gekehrten Charakter der Integralrechnung entsprechend, nichts als eine 
rückwärts schreitende Differentiation (Neue Integrationsmetlioden S. 2, 17ff., 
55ff.). Man kann deshalb die neuen Inte grationsmeth öden mit gutem 
Grunde als die natürlichen bezeichnen, im Gegensatz zu der bisherigen 
Integral rech Dung, welche in ihren Methoden von der Differentialrechnung 
vollständig abweicht. Denn in der heutigen Integralrechnung ist von 
einer genetischen Ableitung der Integrale aus den Differentialen keine 
Rede, vielmehr werden die einfachsten Integrale durch die „ümkehrung" 
der entsprechenden Differential form ein gewonnen und auch die ver- 
wickeiteren Integrale werden zum grossen Teile auf eine ganz unwissen- 
schaftliche Weise ermittelt, indem man zunächst das gesuchte Integral 
errät, dieses oder einen verwandten Ausdruck sodann differenziert und 
schliesslich aus dem Differential und dem Integral eine sogenannte Re- 
ductionsformel bildet. Freilich stehen diese Ahleitungs weisen durch eine 
tausendfältige Wiederholung so fest, dass die Mathematiker die ihnen zu 
Grunde liegende fehlerhafte Methode kaum mehr bemerken; aber es ist 
zu hoffen, dass die alte Integralrechnung jetzt, wo durch die von mir er- 
fundenen Rechnungsmethoden die Möglichkeit einer einfachen und streng 
wissenschaftlichen Ableitung der Integrale geboten ist, allmälig richtigeren 
Methoden weichen wird. 



y Google 



— 2 — 

§■2- 
Bpeolelle Methoden der neuen Integralreobnung. 

1) Die Einführung voü Konstanten. 

Der völlig abweichende Charakter der neuen Integralreclioung muss 
notwendig bewirken, dass auch die speziellen Methoden des ueneD Inte- 
grationssystems sich von der bisher üblichen erheblieh unterscheiden. 
Ich will von diesen speziellen Methoden wegen ihrer grossen praktischen 
Wichtigkeit namentlich drei hervorheben. 

Die erste dieser speziellen Methoden ist die Einführung von Kon- 
stanten iu die Fundamentalgleichung (Neue Int.-Meth. S. 22). Das Wesen 
dieser Methode besteht darin, dass man die Fundamentalgleichung nach 
Bedarf mit Konstanten auf beiden Seiten multipliziert, dividiert oder 
potenziert. So wird sieh unten im §. 17, Gl. 2 {S. 35) ergeben, dass aus 
der Fundamentalgleichung: 

? ■■'^'^■■x ^äy 1) 

(« + 6^")^ ' 

die lutegralgleichuug und die Differentialsumme (N, Int.-Meth. S. 17 ff.) 
nur dann gefunden werden können, wenn man die Gl, 1 mit der Konstante 
nfj) — 1) multipliziert, so dass dieselbe folgende Gestalt annimmt: 

Ebenso ist in einzelnen Fällen die Division und die Poteuzierung 
der Fundamentalgleichung mit Konstanten zum Zweck der ErmitUung 
der Integralgleichung und der Diiferentialsumme erforderlich. 

8.3. 
2} Die Einführung von Variabein und Konstanten. 
Die meisten verwickeiteren Integrale können nur in der Weise ge- 
funden werden, dass man die linke Seite der Fundamentalgleichung mit 
variablen Ausdrücken, die rechte dagegen mit Konstanten multipliziert, 
dividiert oder potenziert (Methode der Einführung von Variablen und 
Konstanten). So lässt sieh z. B., wie sich unten im §. 21, Gl. 6—8 
(S. 46) ergeben wird, die Fundamentalgleichung: 

^"(« +"M ^ 

sehr leicht auf die Differential summe zurückführen, indem man a-^hx^ea 
und a = iu — hx setzt, \md dann die linke Seite der obigen Fundamental- 



= dy 1) 
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gleiehung mit a — hx, die rechte mit a multipliz 
folgeui^e Gestalt annimmt: 



(» — bx) dx 



ax OUiE ^ ir,\ 



In dem vorstehenden Beispiel wurde die Gleichung zwischen den 
Variabein und Konstanten (co —- hx = a) aus der zu integrierenden Diffe- 
rentiaifunktion selbst gebildet. Sehr häufig kann aber die Integration 
am einfachsten in der Weise bewirkt werden, dass man die erdlichen 
Bestandteile des gegebenen Differentials zunächst in Faktoren zerlegt 
und erst aus diesen die Gleichung zwischen den Variabein und Konstanten 
bildet. Ist z. B. (vgl, unten §. 9, Gl. 1—8) die Fundamentalgleichung: 

^^T^ = dy 3) 

zu integrieren und bezeichnet man die Faktoren von a — bx' mit jr und 
p, so ist: 

re=]/ß -irYbx, 4) 

p = ]/« — Ybic, 5) 

^ + p = 2-|/ä, 6) 

XQ = a — bx^ . 7) 

Die Methode der Einführung von Variablen und Konstanten wird 
folglich in diesem Falle darin bestehen, dass man die Gl, 3 links mit 
Ä + p, rechts mit 2^(1 multipliziert, so dass sie folgende Gestalt an- 
nimmt: 

a _tl) A»! _ i? + ^if: _ 2 l/ö dy. 8) 

Der weitere Verlauf dieser Darstellung wird zeigen, dass der grösste 
Teil der Differentiale durch diesen einfachen Handgrifi' leicht integriert 
vf erden kann. 

§•4. 

3) Die Einführung von Hilfsdifferentialen. 

Die Methode der Einführung von Hilfsdifferentialen besteht 

darin, dass zu dem för sich nicht integrierbaren Differential ein Hilfs- 

differential, welches erst die Zurückführung der Fundamentalgleichung 

auf die Differentialsumme ermöglicht, zugezählt und abgezogen wird oder 

umgekehrt. So kann z. B. (s. unten §,27, Gl. 7 ff.) die Fundamentalgleichung: 

tg^a) dx = dy 1) 

in dieser Gestalt auf die Integralgleichung oder die Differentialsumme 
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nicht zurückgeführt werden, wohl aber dann, wenn ihr folgendü Gestalt 
gegeben wird: 

tg^Ä äx ^ dx — dx = dy. 2) 

In dieser Gleichung ist, wie sich später (§. 27) ergeben wird, die 
Differeutialaumme von ig^x dx -\- dx und jene von — dx leicht zu finden. 
Ein Teil der Methode der Hilfsdifferentiale ist unter dem Namen 
der teilweisen Integration langst bekannt, doch wird die folgende 
Darstellung (vgl. z. B. unten §, 28, Gl. 3) zeigen, dass die Methode der 
Hilfsdifferentiale auch für jene Fälle, in welchen schon bisher die teil- 
weise Integration benutzt wurde, den Gang der Rechnung viel klarer 
und anschaulicher gestaltet. Aber die Methode der Hilfsdifferentiale geht 
überdies in ihrer Anwendung weit über das Gebiet der teilweisen Inte- 
gration hinaus. Denn diese kann nur dann benutzt werden, wenn ein 
einzelner Bestandteil des Differentials eines Produkts integriert werden 
soll, während die Methode der Hilfsdifferentiale überall anwendbar ist, 
■wo ein unvollständiges Differential durch Hinzufügung eines anderen 
integrierbar wird und Überdies das Hilfsdifferential selbst die Integration 
gestattet, ohne Rücksicht, ob das gegebene Differential aus einem Pro- 
dukt, einem Quotienten oder einer Potenz entstanden ist. Die Wichtig- 
keit dieses Unterschiedes wird sich erst dann vollständig zeigen, wenn 
ich in einer späteren Schrift die Integration der irrationalen, exponentiellen 
und logarithmiachen Differentiale auf Grund der neuen Rechnungsmethoden 
darstellen werde. An dieser Stelle kann ich mich damit begnügen, auf 
den Abschnitt meiner „Neuen Integrationsmethoden" über die irrationalen 
Integrale zu verweisen. Dort (Gl. 283 — 290) kommt ein Fall vor, wo 
ein irrationales Differential durch Hinzufüguug eines Hilfsdifferentials 
integrierbar wird, ohne dase die regelmässigen Voraussetzungen der 
teil weisen Integration vorhanden sind. Insbesondere soll in diesem 
Falle nicht, was bei der teilweisen Integration immer notwendig ist, 
das unvollständige Differential eines Produkts der Integration unterzogen 
werden. 

Ich glaube, dass durch die Anwendung der drei soeben (§§. 2—4) 
dargestellten Methoden in Verbindung mit der Potenzial-, Logarithmal- und 
Numeralrechnung zahlreiche Differentiale, welche bisher der Integration 
Widerstand geleistet haben, integriert werden können, wie denn auch 
die nachfolgende Darstellung manche bisher unbekannte Integrale auf- 
weisen wird. 
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%■ o. 
Die Differential summe. 
Wie ich in meinen „Neuen Integcationsmethoden" (S. 18, 35) gezeigt 
Jiabe, genügt zur Integration eines gegebenen Differentials, wenn man 
die richtigen Methoden anwendet, schon die Auffindung der Differential- 
summe, ohne dass die Entwicklung der vollständigeu Integralgleichung, 
welche eich namentlich bei verwickelten Integralen viel zu weitläufig ge- 
staltet, notwendig ist. Das von mir gewählte Zeichen für die Differential- 
aumme iat üs, welches, ähnlich wie das analoge lutegrationaaeichen, vor 
das zu integrierende Differential zu setzen ist. Es gilt folglich z. B, die 
Gleichung 

Dsmx"'~^ dx = (x -\- dx)"'. I) 

Die Veränderung, welche mit dem Differential durch seine Verwand- 
lung in die Diiferentiaisumme vor sich geht, besteht also darin, dass 
jedes X des Differentials, gleichviel ob es als Summand, Faktor, Divisor 
oder Exponent erscheint, in den Ausdruck x -^ dx verwandelt wird (vgl. 
N, Int.-Meth. S. 17—18, 24—25). Da jedoch der überaus häufig wieder- 
kehrende Ausdruck x -\- dx die Differentialsummen, namentlich bei ver- 
wickelten Integralen, sehr weitläufig und schleppend gestaltet, so wähle 
ich statt desselben das Symbol x, so dass also die Gl. 1 folgende Gestalt 
annimmt: 

Ds mx"'~-' dx = X'" . 2) 

Ebenso ist ferner 



log z -= log T ■; == -^s ^^tl- 3) 

° o " A- da •' ' 



^_\ d^ ^ 

Durch diese Bezeichnungs weise werden die Differeutialsummen nicht 
nur viel kürzer und übersichtlicher gemacht, sondern dieses Symbol hat 
auch den Vorteil, dass die Differential summe sich sofort in das ent- 
sprechende Integral verwandelt, wenn man sieh von den Variablen den 
Strich beseitigt denkt. 



y Google 



Zweite Abteilung. 

Die ].'atlonalen algebraisclien Integrale. 

§.6. 
Integration von —T^-i-i ■ 

Die lEtegration der einfachsten Differentiale mittelst der Potenzial-, 
Logarithmal- und Numeralreehuung iat schon in meinen „Neuen Inte- 
grationsmethoden" S. 21 ff. dargestellt worden. In der vorliegenden Schrift 
si;id nunmehr die neuen Redinuagsmethoden auch auf die ver wiekelteren 
rationalen algebraischen und auf die gonio metrischen Integrale anzuwenden. 

I. Die Fundamentalgleichung für die obige Integration ist, wenn man 
a + hx^ = (u setzt: 

'^-ä,j. 1) 

Diese Gleichung kann, wenn man sich mit einem imaginären Integral 
begnügen will, sehr leicht durch die Einführung von Variablen und Kon- 
stanten (oben §. 3) auf die Differentialsiimme zurückgeführt und dadurch 
integriert werden. Zerlegt man nämlich a-\-bx^ in Faktoren und setzt man 

._l/i + /-6», 2) 



-hx, 

p =]/« — y — hx, 

so nimmt die Gl. 1, wenn man (Gl. 4) die linke Seite mit JI + ? 
mit 2]/a multipliziert, folgende Gestalt an; 



oder 



(»+ tl ä; 



dx , äx 



. 2 Vof/t/ 



- + — -2Vo(!s. 



3) 
4) 

5) 
! rechte 



') 



Von der vorstehenden Gleichung kann aber die Differentialsumme und 
damit das Integral leicht gefunden werden. Ich habe nämlich in meinen 
„Neuen Integrationsmethoden" S. 39, Gl. 213, S. 62, Gl. 297 — 299 ver- 
mittelst der neuen Kechnungaarten folgende Integrale berechnet: 



7Js- 



^log(<i + ia;), 
ilog(«-6«). 
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Setzt man mio iü der Gleichung 8 und 9 statt a rlie entsprechende 
Konstante von re und p, Bämlich "[/a , statt & den Ausdruck ]/ — h, so 
erhält man: 

^» ¥ - -ö« wrh'i^ ^ vh '°s(>''' + 1'-^^' - ,^"'="- '"' 

Nimmt man nun von der Gl. 7 die Differentialsumme und substituiert 
man für TJs — und Ds — - die Werte aus den Gl. 10 und 11, so ist: 

TT Q 

^= log S _ --L=. log p = XJs 2 l/ä chj 12) 

oder 

-^ log ? = Bs 2 y« t^j/ . 13) 

Befreit man endlich dy von den Konstanten, so ist: 



^4^ los " .__ lüg i^^^lJlIL^ = i>s r?»/ - Ds ^^-^ 1 4) 



/. 



Das gefundene Integral ist imaginär, wenn « und h, wie hier überall 
vorausgesetzt wird, positive Grössen sind, 

IL Das in der Überschrift bezeichnete Differential kann unter der 
Voraussetzung, dass a und ö positive Grössen sind, noch darch einen 
zweiten imaginären Ausdruck integriert werden. Setzt man nämlich 

n=ybx-\-y^l<., 16) 

Q=yix—y^~ä, 17) 

^_y = 2l/^^, 18) 

jtp = « + &3;^ = ü), 19) 

so ist, wenn man genau so wie in den Gl. 6 und 7 verfährt: 

f-V-2V- ■«<;•/■ 20) 

Nimmt man nun von dieser Gleichung die Differentialsumme und setzt 
man in den Gl, 8 und 9 statt a die entsprechende Konstante von ^, und 
p, nämlich ]/ — a, statt h den Ausdruck Yb, so ist 



y Google 



; log ^ - 



yb 



log n ^ D3 2 y — a dy 



4 log 4 — Ds2y^iihj, 
i den Konstanten befreit: 



21) 



./: 



24) 



Integration von -^- „ (Fortsetzuug). 
In dem Yors teilenden Paragraphen (§.6, Gl. 8 — 11) wurde die Ab- 
leitung der Difterentialsumme von — und — benutzt, welche ich in meinen 
„Neuen Integrationsmethoden" (S. 39, 52) gegeben habe. Es versteht sich 
aWr von selbst, dass die gesuchten Differentialsummen vermittelst der 
Potenzial-, Logarithmal- und Numeralrechnung auch unmittelbar aus den 
Differentialen — und — ermittelt werden können. So lautet die Gl. 7 
im g. 6; 

Multipliziert man diese Gleichung, weil die Nenner der beiden Aus- 
drücke auf der linken Seite das Differential ]/ — h dx liefern, mit y—h 
und numeralisiert man sodann die Gleichung, so ergiebt sich: 

y^^dx Id ß , y^ö dx h 



1 + 



ya + Y-bx Ya + V—bx 



Nun ist aber, wenn jr und p dieselbe Bedeutung behalten, 
8. 6, Gl. 2 und 3: 



1 _i_ y — b dx Idß 

,.y'^^dit 



■ y-bdxl"' r.+y^ödx 
y J U— y— 6(U 
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Die in der vor s teil eu den Gleichung entlialteneu Operationen sind 
jenen in den „Neiieü Integrationamethoden" Gl. 311 (8. 54) vollständig 
analog und dort auch näher erläutert. 

Substituiert man nun den letzten Ausdruck der Gl. 3 in die Gl. 2, 
so ist: 

Logarithmalisiert man diese Gleichung, um den ursprünglichen Wert 
von äy herzustellen, so ist: 

log ^^-7..:^^ log - = 2 y— ab äy, d) 

und wenn man dy von den Konstanten befreit: 

i_ . m 4- y^^dx __ 1 ] a- -^ j n 

2]/=^ °^ Q-y^"dx 2y~ab °^ ^~^^' 

Begnügt man sich mit der Differentialaumme, so istr 

—4= log Z^Dsdy = ns -^„ 7) 

2y— ab e " + 63;" -' 

welche Gleichung mit §. 6, Gl. 14 übereinstimmt. Auf ähnliche Weise 
kann auch die Differentialsumme im §. 6, Gl. 23 ohne Schwierigkeit aus 
dem Differential — r y ä abgeleitet werden. 

S-8. 
Integration von '. ---3 (Fortsetzung). 

Obgleich sich manche imaginäre Differentialsummen auf reelle end- 
liche Ausdrücke zurückführen lassen, so ist dies doch nicht bei den im 
§. 6 und 7 entwfickelten Integralen möglich. Eine Integration des Diffe- 
rentials — n—s in endlicher reeller Form ist vielmehr nur durch Tan- 
a + 6«' 

gen ten -Kreisbögen zu bewirken, wobei die später (§, 22, Gl. 63) zu ent- 
wickelnde Gleichung: 

zu benutzen ist. 

I. Die Fundamentalgleichung ist in diesem Fall: 

a 4- ha:'' bx^_ ■' ' ^ 

Multipliziert man nun die beiden letzten Glieder der vorstehenden 
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— 10 — 

Gleichung, um die Operationen in den Gl. 4^0 zu ermöglichen, mit Yab , 

so ist 

Nun ist aber 






t) 

folglich, wenn man beiderseits von der Gl, 3 die Differentialsumme nimmtt 

-D« p{^^^ .-DsVabihj, 5) 

oder mit Rucksicht auf die Gl. 1 , weno raati zugleich dp vou den Koii- 
stanteu befreit: 

:,-£■■ arctan — ^ = Tis dy === Bs ■ , r-; ■ 6) 

II. Eine zweite Ableitung des Integrals von , '. .^ ist folgeEde. 
Mau setzt an Stelle der Gl. 2 die Relation: 



\Vbx' 
Multipliziert man, um die Operationen in den Gl. 9 — 1 1 zu ermöglichen, 
diese Gleichung mit —Yah, so ist 

Nim ist aber (Neue Int.-Meth. Gl. 180, S. 34)r 



9) 
folglich 

Ds ^ _ Bs .- ya ü,j, 10) 
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oder mit Rücksicht auf die Gl. 1, wenn man zugleich äy von den Kon- 
stanten befreit: 

~ -—--. arctan ■ — ^ = Bs äy . 11) 

Die Richtigkeit des vorstellenden Integrals ergiebt sich, wenn man 









= -^^ arctan — ^^ , 12) 

was mit der Gl 6 volikommen übereinstimmt. 

m. Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass 

*» ^-^-i, xi - - ^» .-rb 13) 

ist und dass in den letzteren Ausdruck alle im §.6 — 8 gefundenen Integrale 
von --,--.--,, die dann Teränderte Zeichen erhalten, substituiert werden 
können. 

§. Ö. 

Eine besondere Entwicklung der vorstehenden Integrale ist deshalb 
erforderlich, weil ich überall voraussetze (vgl. §. 6), dass die Konstanten 
a, h, c u. s. f. positive Grössen sind, 

I. Zur Auffindung des Integrals von ■ _ — ^ setze man: 



Integration von -.-^ und 



o = a — hx^ , V) 

n^i'a ^yix, 2) 

9 ^Yä — yix, 3) 

71 + 9=2^0, 4) 

Es ergiebt sich nun, wenn man genau so verfährt wie in §. 6, Gl. 0^7: 

!!^ + !^_2l/öd!,. 6) 

Nimmt man nach Anleitung von %. 6, Gl. 8 — lä in vorstehender 
Gleichung beiderseits die Differentialsumme, so ist: 
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- log Ä — -= log e = Ds 2 Ya dy , 
und wenn man dy von den Konstanten befreit: 

IL Zur Auffindung von Ds 



m — ~ a + hx' , 9) 

,i = )/ti +1/(7 j, 10) 

S_-T/ö + l/6«, 11) 

n^,~2Ya, 12) 
jtp ^ ß) ^ — H -f- h'ji- 
und es ergiebt sich, wenn man die zur Genüge bekannten Methoden an- 
wendet, 

-- -^ log ~ = — ;= log — -=- '-^- == Bs dy = Ds , , ^- lo) 

Dieses Resultat kann übrigens auch mittelbar aus dem Integral in 
der 61. 8 abgeleitet werden, wenn man mit Rücksicht auf die Relation; 
d log [a — hx) = d log {bx - a) 1.4) 

folgende Gleichung bildet; 

^ dx_ _ _ _ -f) äx ^ __ 1 . ^ yä + yl^ ^ 

— a-\-6x-'~ ^ a—bx^ 2-|/o(, ° yä — Vös"" 

= __\ iogy«-^^-^= -L^iog-V^ + Vlg. 15) 
^yab Va + ybx ^yali ya + ybx 

§- 10. 

Integration von ^p — ttt^^i s' 

Ich setze voraus, dass in dem vorstehenden Integral, ebenso wie in 
allen früheren und späteren Füllen, die Konstanten «, &, c immer positive 
Grössen sind. Diese Voraussetzung ist unerlässlich, damit später die er- 
forderlichen Substitutionen der Faktoren- Differentiale mit Sicherheit vor- 
genommen werden können. Daraus erwächst aber dann auch die Not- 
wendigkeit, für alle Zeichenkombinationen des Nenners die entsprechenden 
Integrale zu ermitteln. 
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- 13 — 

Ich setze der Kürze wegen die in den iiachfolgejiden Integrationen 
häufig vorkommenden Ausdrücke 

4ßc — Jä==z/= — d, 2) 

V + 4:ac = 6. ;-5) 

I. Zur Auffindung des Integrals von . . — ziT^^ wendet man wieder 

die Methode der Zerlegung in Faktoren und der Einführung von Variablen 

und Konstanten an und setzt demgemäss : 

ra = 0! -|- &a; + ex'' , 4) 

Q ^b + 2cx — Yd , ö) 

ji — p = 2 1/iy , l) 

n& = 4:cm; w = |f ■ S) 
Substituiert man nun in die Fundamenta-lgleichung; 

dx ^_ ^ /j ci"\ 

den Wert aus der Gl. 8, so ist: 

^'J^ = dij. 10} 

Führt man nunmehr mit Rücksicht auf die Gl. 7 Variable und Kon- 
stanten ein, so ist: 



= 2y~d(hj 



12i 



Nimmt man nun beiderseits die DiiFerentialsumme, so ist, wenn 
in §. 6, Gl. 8 statt a der entsprechende Wert in p, niimlich t — Yd , 
statt h der Ausdruck 2c gesetzt wird: 

Ebenso ist: 

J5s _ ^^ = ™ j)s .. ._ i^— = ~ „^ lüg Ji - 14) 

« b-^ye + 2ücc ^" 

Substituiert man die Differentialsummen aus den Gl. 13 und 14 in 
die Gl. 12, so nimmt diese folgende Gestalt an; 
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— 14 — 

oder 

log .^ = /)s l/S rf)/ . 16) 

Befreit mau nun ily von der Konstante, so ist: 

_i_ I e 1 , i-'^^cx — yh^ — iae 

= i>s ^2/ = Bs -^ -_^-^f_^ ^^, ■ 17) 

Das vorstehende Integral wird (ebenso wie die Übrigen in diesem 
Paragraph entwickelten) imaginär, wenn &^<4ac ist. In diesem Falle 
können die betreffenden Diä'erentiale nur cliircli Kreisbogen integriert 
werden (vgl, unten §. 12). 

IL Ist dagegen ?)^= 4ac, folglieb 1/ — 4ac = ö ^0, so ist (GL 5, 6): 
x^Q^b + 2cx, IS) 

und es nimmt demgemäss die 61. 10 folgende Gestalt an: 

Nun ist aber (Neue Int.-Meth. S. 36, Gl. 186): 

folglich, wenn man in der vorstehenden Formel statt a den entsprechenden 
Wert in % oder p (Gl. 18), nämlich 6, statt Ö den Ausdruck 2c sub- 
stituiert: 



Bs 


tip_ftlipü = 4eCsf _-|_- 


l + 2tä 


21) 


III. Zur 


Integration von ---_—^^ , ^^a setze man: 








ü7 — a-~ix + ex', 




22) 




«_6 — äci+y"«", 




23) 




Q-b — 2cx-Yli, 




24) 




«-(,-21/«, 




26) 




tS — ica; t» — ||- 




26) 


Wendet man 


nun auf die Fundamentalgleichung: 
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— 16 — 

ä -to + ,,- - ^ - '!» 2') 

mit Rücksicht auf die 61. 23 — 26 die Methode der Einführung ¥0n 
Variableu und Konstanten an (vgl, oben GL 10—12), so ergiebt sieh fol- 
gende Gleichung: 

Nimmt mau sodann, ähnlich wie oben in den tJl. 13 — 17 beiderseits die 
DifPerentialsumraen und befreit man zugleich dy von den Konstanten, so 
ergiebt sich das Integral: 

' ■i^3±y^iEM^Bs — /^, , . 29) 

Auch dieses Integral wird, wenn 6*<4ac ist, imaginär und kann dann 
in reeller endlicher Form nur durch Kreisbögen integriert werden (vgl. 
unten §. 12). Ist dagegen i^ = 4flc, so ergiebt sich nach ähnlichen 
Operationen wie in der Gl. 18 — 21 



-ö^^-ö^+7 



30) 



IV, Zur Integration von -r-i- 5 setze man: 

6} ^ — a -\- hx — CX^ , 31) 

)r = & -- 2cx + ]/^, 32) 

i3 = — h + 2c,K + V^ , 33) 

^ + P = 2y'5, 34) 

jtp = .U'«; " = ~, 3ö) 

und es wird sich nach Anwendung der zur Genüge bekannten Methoden 
das Integral ergeben: 

-6 + 2c^ + y''^ „ n. ^^ 30) 

Dieses Integral kann übrigens (vgl. §. 9, Gl. 14, 15) auch mittelbar aus 
dem Integral in der Gl, 29 durch folgende Gleichung ermittelt werden: 

j. dx __ j ___ dx __ 1 , h — 2c 'x-\- yä' __ 

— a + bx~cx''~ a — bx^cx^~ -j/^ ° Ö-acS— Vd ~ 

Die beiden Integrale in der Gh 36 und 37 sind mit Rücksicht auf 
die Relation in §. 9, Gl. 14 identisch. 
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V. Zur Auffindung des Integrals von „---y^-^j^i setze man: 




a ^ — a — bx — cx^ , 


38) 


% = h + 2cx + ys , 


39) 


= - 6 - 2ca; + l/ö . 


40) 


7r + p = 2l/"ö, 


41) 


itQ = 4caj; ra = ^^ 


42) 


OK ei-giebt sieli nacli einigen leicliten Opei'atioiien das Integral: 






43) 



Man kann aber auch (vgl. Gl. 37) mittelbar aus der Gl. 17 folgendes late- 
iral entwickeln, welches mit Rücksicht auf §. 9, Gl. 14 und 15 identisch ist : 



= z. log 



. 11. 



Integration von 



j ([''ürtsetznEg), 



a±bx±c. 

Während die im §. 10 entwickelten Integrale in dem Falle, das 
V<iAac ist, imaginär werden, enthalten die nachfolgenden Integrale de 
Ausdruck "j//!^ + A.ac = "j/e , welcher bei positivem a, b, c immer reell is 



-a + (>* + ca- 



I, Zur Auffindung des Integrals von 

K» = — a + i>j^ + c.x^ , 

Q = b-{-'>Gx—yr> , 
7r-p = 2-l/ö, 

ergicht aich nach Anwendung der bekannten Methode 
^ log ^ = -— log -^ '^ _ = Ds 7-j- 



setze man: 
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II. Zur Auffindung des Integrals von — , , "'_ j i setze man: 

o — <i + ia: — m', 7) 

7.- = ?> ~ 2c3; H- l/ö , 8) 

« + S)-2V'«, 10) 

3E9 = 4(;m; ra=^-, 11) 
und es ergiebt sieh das Integral: 



-6 + 2c5 + y. 



Bs- 



zu. Zur Auffiadung des Integrals — — __, . , , setze man: 

V} = — a — bx -^ ex^, 13) 

« — !)-2« + l/o, 14) 

Q~b — iex~yi , 15) 

1 — 5 = 21/0, ^ 16) 

„,_4c„; »-.^•, 17) 
und es ergiebt sicli nach den bekannten Operationen das Integral: 

Dieses Integral kann aueli mittelbar aus jenem der 61. 12 durch folgende 
Gleichung gewonnen werden: 

— a—ix + cx' a + bx-cx^ y^ ^ b — tcx + Va 

= -- log — - ■ - • 19) 

Die beiden Integrale in den Gl. 18 und 19 sind mit Kiieksicbt auf 
die Relation in §. 9, Gl. 14 identisch. 

IV. Endlieh zur Integration des Differentials — tT"."::"""" 5 setze man: 

cj = a — bx ^ ex-, 20) 

x==.b + '^cx-\~yä, 21) 

p = — 6 — 2ca; + ye , 22) 

jt + 9 = 2]/e, 2b) 

jtp = 4cß,; « = "■?, 24) 
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— 18 — 
und es ergiebt sich das Integral: 

~- log -_- = — = loa ■ — - -=: = Hs -— -— ■ 25) 

I/o ^ e yö * — b — acK + yö « — &a: — c-c' -' 

Dieses Integral kann übrigens auch mittelbar aus jenem in der Gl. 6 ab- 
geleitet werden, indem man folgende Gleichung bildet: 

DS r j = — ZJS j-r — j -=— — ^log-^ '- 

a-bx-cx' -a + bx+cx' ya ^ b + 2<^Z+ya 

= -_ log tt~l"^±yi. 26) 
ya & + 2cS ^ V-j 

Beide Integrale (Gl, 25 und 26) sind aus dorn unter 111. singeföhrten 
Grunde identisch. 

8.12- 

Integration von -. j—r- r- -a (Fortsetzung"). 

Die im §. 10 entwickelten Integrale enthalten insgesamt den Aus- 
druck yif — 4ac = y^ und werden deshalb für S^ < 4ä!C imaginär, in 
welchem Falle nur die Integration durch Kreisbögen möglich ist. Diese 
Integrale sind jetzt noch aus den Differentialen abzuleiten. 

I. Bei Ermittlung des Integrals von — .-r-'i—- 5 'st die Fimdamental- 
^ = a + bx+cx' 

gleichung: 



u + b. + c.^ . ^y 


1) 


und diese ist auf die cyclome tri sehe Relation (§. 8, Gl. 1 ff.) 




»r^^.-««t"fP) 


2) 


ravOdiaiiftlhreii. Nun ist aber, wenn man 4ac ~ b' — J setzt: 




dx icdx icdx 




I. + &« + ca:^ 4ac + 46c^ + 4c'ä'+ b=— fc" d + Qi + 'lex)' 





.(i±i^y 



y3 

iSiibstituiert man den letzten .Ausdruck in die Gl. 
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— 19 — 
Malii plaziert man, um die Operationen in den Gll. 6 — 8 i'.u ermöglichen, 
beiderseits mit — , so ist 

Nun ist aber; 

folglich, wenn man diesen letzteren Ausdruck in die Gl. 5 substituiert 
und beiderseits die Differentialsumme nimmt: 
6 4- aca ; 

und wenn man äy von den Konstanten befreit; 

2 , 64-2CM -,..-, T, Ax -. 

—TZ arctan — ^= — = JJs dy ^ Ds — , --r — ; « ■ öl 

y^ yj ^ a + bK + c«« ' 

Da auch ( — i — 203:)^ ^ ö^ + Abcx + ic^X^ ist, so kann man in 
der Gleichung 3 den Ausdruck & + 2ex durch —b~ 2cx ersetzen. Da 
jedoch (?( — 1) — 2ciK) = — 2cdx ist, ao muss in diesem Falle die Gl. 4 



= (§. 8, Gl. 12) 4- arctan — .^^ _ = üs dy, 9) 



welche Gleichung übrigens auch mittelbar aus der Gl. 8 mit Hilfe von 
bekannten cyclometri sehen und gonio metrischen Relationen gefunden 
werden kann. 

IL Auf ganz analoge Weise kann mau noch folgende Uleichungen 
ableiten: 

Ds T—, — -1 ^ —^ arctan -~ -~ 

a—bx + ca: y^ "j/zf 

2 , J/J 

= —^ arctan ;— -r-^ 

^. äx _ ^^ dx 



Ds ^ , = — Ds , /'', i = (G1.8) 4= arctan.-^-- 12) 

III. Schliesslich sind noch einige Faktoren-Differentiale zu er- 
wähnen, welche die Eigentümlichkeit haben, dass mit Rücksiebt auf die 



— = arctan - 


y^ 


.(§.8,G1 


.12) 

10) 


(Gl. 10) ^ 


1 arctan 




H) 
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besonderen Werte von a, b, c der Ausdruck ]/?j^ — \ac imme 
ist. Ich werde bei diesen Integralen, welche für die späteren Integrationen 
(§. 13 ff.) von entscheidender Bedeutung sind, zuerst die reellen cyclo- 
metrischen und dann die imaginären algebraischen Ausdrücke geben. 

Man setze in den Gleichungen §. 12, Gl. 8 (s. aoch Gl. 9), ferner in 
§. 10, Gl. 17 für a, h, c die Ausdrücke «^ aß und ß^, so ergiebt sich: 



' ^' + <.ßx+ß^^' 



- Ds ^^ = -_'- arctan ^ + -'-) ■ 13) 

l/-3<.ß ^ ^(l + y_3)+2ßS ^ 

-^ ^ ,„, „ = Z»s — = (GI.IO) - _-- arctan Cf^- - -M . 15) 

„ =(§.lO,G1.29)-~4- log^tepln^aie) 
V-Saß ^ß(i^y_3)— a^s •^ 

Um die Summe und die Differenz dieser beiden Differentialsummen 
finden, benutze man die bekannte cyclo metrische Relation: 

arctan x -\- arctan y =^ arctan — ^^ ''■ 17) 

\ es ergiebt sich nach einigen ßeductioneu: 

18) 

19) 



IV. Setzt man in den vorerwähnten Gleichungen a = d\ ö^]/2 uß, 
c = ß^, so ergiebt sieh: 



x'+y^aßx + ß^x' 



' arctan 



(V!l! + i). 20) 

„- A_.,„g"(Vi=l2I+Ml. 21) 

.-i'^-l^.rotaC^'.*'-!). 22) 

ä 9 KP \ a 1 

„ _ -J, - log 4^+0=' W . 23) 



Bs ^5 + Ds^? - (01.17) 5^ arcta ^tl'/.^, - 



24) 
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21 



. Ds— — (Gl. 17) ^ »retan jr^ — 






— (§.8, G1.6, 11) — J^-| arctrni ^'f ■ 26) 
V. Setzt man 

x~2Yac + l. 26) 

>. — '2yäi-b, 27) 

xi-iac-Ji' — J, 28) 

und vertauscht man in den obenerwähnten Gleichungen a und c durcli 

die Wurzeln Ya und ]/c , i durch Vx , so ist 

- - .y-±'y'j.. 29) 

.-i=log'5--tl"--0. 30) 



-y. + a 



. Ds- — -% arctan ' T'" ■ 31) 

p yi yi 



y-1 »y«. 



32) 



■ yi yiB 



Bs Ds — = — 7: arctan ^-^^ f = --= airctan — ■ ■ 34} 



YI. Wendet man die nämlichen Abkürzungen wie sub V an , so ist 
endlich: 

1)3 ^-^ -no ^ ^ ^ .r.i.„ yÄ±iyii . 

Ya + Vkie + V^x 

Ds -^ ^z ^7 — = Ds — = ^ arctan — *^ _ dl) 

ya~Vix + Vccc' 9 y« y« 

. >{^_— LV?Ä+y^ . 38) 
Ds h Ds -- = — ^ iiretan — ^-^^ — ^- = -■= arctan £ ^ ■■ ■ ■ 39) 

'^ y^ y» — -/c «^ y« yi; ^ 

Ds- Jh-~= ,- arctan ,- -, --„-^a ■ 40) 



"y- """""'&+ Sei 
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§■ 13. 
Integration von •^^ — 



Die Yorstehenden Integrale können darch die in den §, 10 — 12 dar- 
gelegten Methoden ohne Zerlegung in Partialbrüche sehr leicht gefunden 
werden. Auch hier ist bei denjenigen Integralen, welche den Ausdruck 
yi/'— 4fflc = Y^ enthalten, zu unterscheiden, ob 6^ ^ 4ßC ist, während 
dies bei den Integralen mit dem Ausdruck )/6^+4ac = l/ff gleichgiltig 
ist, weil auch hier überall vorausgesetzt wird, dass a, h, c positive 
Grössen sind. 

I. Zur Integration von ^^ , ,^„2 , --^^^j (6^ > 4ac) setze man: 



Q = b-\- 2cx^ —V'ä, 
ji — p = 2 l/ö", 

und es ergiebt sich ganz analog wie in §, 10, Gl. 9 — 12: 



oder 



Ds 



- Ds- 



Dsy^äy. 



7) 



Nimmt man nach Anleitung der §|. 6 — 8 von den Differentialen links 
die Differentialsummen und befreit man dann dy von den Konstanten, 
90 ist das Integral ermittelt. 



II. Setzt m«n zur Integration TOn ----°:^-^—, ((>' > loe) 




(0 — - hx' + ex*, 


9) 


st = 6 - 2ra' + yä, 


10) 


S - !i - 2ca,' - yg, 


11) 


»-P-21/J, 


12) 


JtQ = iC(0\ = "^, 


13) 


erhält man nach einigen leichten Operationent 




ac n du 1e j, dx die 


. 14.) 
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Die Differentiale links ItÖnnen Hach Anleitung des §. 9, G-1. 1—8 leicht 
integriert werden. 

Auch die Integration von ~ — ^ . ^ __ j und tou :::.--— i-FZTr^i 

ist entweder durch Zeichenwechsel bei den Integralen in den Gl. 14 und 
7 oder anmittelbar nach der Anleitung von §. 10, Abs, IV uud V leicht 
d ur ch zufuhren . 

III, Ist 1/ = iac, folglich b^ — iac=Ö = 0, so ist (Gl. 2, 3) 



also analog wie in §. 10, Gl. 19 


15) 


Nun ist aber aufolge §. 16, Gl. 20 


16) 


i,m <" i^n,'" " (" " j- n, '''"l 








Ebanso ist (Gl. 9-13) zufolge §. 17, Gl. S 


") 



IV. Ist eudlicli V'KAac, so setze man zur Integration von - ti,j.i T:rZi '■ 

(0 = » + 6i' + elf, 19) 

« = 21/« + *, 20) 

X — 2Vmc-l, 21) 

i — YH + ylx + ycx', 22) 

p — yä — Y>.x + Vcx', 23) 

»^•_2l/ä, 24) 

1(1 — 0), 25) 

und es ergiebt sich aus der Fundamentalgleicliung, wenu man mit Rücl;- 

sieht auf die Gl. 24 Variable und Konstanten einfüiirt: 

'■-^f'" -2yl.d,j 26) 
oder 

^-^i^sylds. 27) 
Nun ist aber zufolge §. 21, Gl. 24, 20 (unten S. 47, 48): 
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Substituiert maa die Differential summen aus den Gl. 28 und 29 in die 
Gl. 27, so ist: 

J- log 5 + J^_ (Ds ^ + Ds '"^^^■) = Ds 2 ^A dj/ . 30) 

Substituiert man endlich für die Differeatialsummeii Ds — und Ds — 

n _ Q 

aus §. 12, Gl. 35 und 37 die entsprechenden Werte, so erscheint das 
Integral in der Form, welche manche Darstellujigen der Integralrechnung 
aufweisen. Am einfachsten gestaltet sich aber dasselbe, wenn man aus 
8. 12, Gl. 39 die Gesamt- Differentialsumme von ~ und — aubstitaiert. 
Es ist dann: 

~^-- log t-i-^— arctan 1^_=~-1^ = Ds 2 ^Ä dy , 31) 

und wenn man dy von den Konstanten befreit 

'ih>- '°^ f + alfe """^ ^^^TJi^ ~ '-'^ rp^^Sp^ \i'<i'>c\. 32) 

V. Zur Integration von ,^_^y r -j {i'<4(ic) setze man (.. Gl. 20,21): 

0) ^ ß — fe:c^ +ca^, 33) 

jr = 1/a + yjTiC + ]/crt^, 34) 

p = ]/ä ~ y jTa: + 1/c ?,^, 35) 

'^-'- — 2 y«, 36) 

.p_B, 37) 

und es ergiebt sich nach ganz ähnlichen Operationen wie in Abs. IV, 

wenn man für Ds h Ds — den Wert aus §. 12, Gl. 33 substituiert, 

das Integral; 

i75);'<"5f + ^f-*'''^'yS-'^'-^'^%s?i'"<'"'°]- =*'' 

In allen Integralen, bei welchen für Ds — und Ds — sub IV und V 
die reellen Kreisho genintegrale benutzt wurden, kann auch der ent- 
sprechende imaginäre algebraische Ausdruck (§. 12, Gl, 30, 32, 36, 38). sub- 
stituiert werden. 
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Scliliesslich ist nocli zu bemerken, dasa die Integrale von ^ - , , s__ ^ 

und __ , — — ■ , entweder mittelbar aus den Integralen in den Gl. 7, 

14, 17, 18, 32, 38 durch Zeichenwechsel oder unmittelbar aus den Diffe- 
rentialen durch ähnliehe Reclinungen wie oben (I — V) gefunden werden 
können. 

YL Zur Integration von -— ri->— ;— j setze man, ähnlich wie in 
§. 11, Gl. 1—5 (6 = ?>^ + 4ac): 

ta = — a -\- hx' + cx\ 39) 

K = ö + 2c3;' + l/ff, 40) 

Q==l + 2cx'- Ve, 41) 

ffi- ^ = ai/ö, 42) 

7tQ^4:ca; 03 = ^^, 43) 

und man gelangt nach den bekannten Operationen zu der Gleichung 

e « 2c > 

oder 

Diese Gleichung kann nach Anleitung der §§. 6 — 8 leicht integriert 
werden. 

VII. Zur Integration von — -^ — ^^ — ^ setze man, ähnlich wie in §. 11, 
Gl. 7-11: 

ca = a -\' hx' — c^, 46) 

B = & — 2ca;' -H l/ä, 47) 

p = -_Z,^-2c3;^ + "|/ff, 48) 

B + p = 2 j/ff , 49) 

■XQ = 4cfil 



. 8 unä §. 


6- 


-8); 


«»^+6 


dx. 


50) 

51) 


■6 + 1/" + ! 


Ic^' 


und r 




i 


können 


entweder 


aus 



Die Integrale für _ _, ^ , __ _ 

den Integralen in den Gl. 51 und 45 durch Zeichenwechsel oder auch 

unmittelbar durch Rechnung gefunden werden. 
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§. 14, 
Integration von zc'^j-i,- 

I, Setzt man zur ErleicViterung der Rechnung 

ß=yh; ß'' = h, 2") 

so ist die Fundamentalgleichung: 

Zerlegt man nun, wie in den früheren Fällen, den Nenner des Differentials 
in Paktoren, so ist: 

^-a + ßx, 4) 

7E^ = ß^ 4- 2a/53: + ß^x^, 5) 

f-«'^aßx + ß'x', 6) 

^f-a' + ß'x-a,. 8) 

Führt man nun mit Rücksicht auf die Gl. 7 Variable and Konstanten 
ein, ao ist: 

X7!Q I' ,> > I 

oder, da % =^ o. -^ ßx ist; 

Nun ist aber zufolge §. 21, Gl. 24, 10: 

Bsl^-.ßns'^- 12) 

«-^ - t. - ~ -ö» ITjfp) - ~ -i '°S I • 13) 

Substituiert man die DifEerentialsummen aus den Gl. 11 — 13 in die 
Gl, 10, so ergieht sich nach einigen leichten Reduetiouen: 

und wenn man äp von den Konstanten befreit 

-^ log ^^ + /- I>s -- = Ds dy , 15) 
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welcher GleicIiuMg man auch folgende Gestalt geben kann: 

In algebraischer imaginärer Form kann diese Gleichung leicht inte- 
griert werden, wenn man in derselben für Ds den Wert aus §. 12, 
Gl. 16 substituiert. In reeller endlicher Form ist dagegen, weil — zu 
den im §. 12, Abs. III^V behandelten Differentialen gehört, die Inte- 
gration nur in der Weise möglich, dass man für Ds — das in §. 12, Gl. 15 
enthaltene Kreisbogenintegral substituiert. Es ist dann: 

B^p ['»'5 Ä + >'^"»'»° §S - ü)] - "' ^-tW ■ ^ ■) 

Setzt man, wie üblich, -e =^^<' und ersetzt man überall mittelst der geeig- 
neten Operationen a und ß durch ft, so erlangt das vorstehende Integral 
die Form, in welcher es hüufig vorkommt, nämlich: 



19) 
20) 
21) 



23) 

ip-», 24) 

und es ergiebt sich duroh Einführung von Variablen und Konstanten 
(Gl. 23): 

?-i + "|_«_J|!; = 3.(i<(!/. 25) 

Nun ist aber zufolge §. 21, Gl. 10, 20 (unten S. 47): 

»»f:--«^.-^^--^°g?' 26) 

7).,_Mfi_-,iCsi?Ä. 28) 





kr, S4- 


l + ä;: 


, + 1/3 arctan '^J^jzl' 


11. 


Zur Integration 


von 


die 


ürz 


ung in Gl. 1 und 2: 








w = 


- - «■ + /i':t', 






Tt = 


- «■ + «i?« + /)■»', 






P = 


_-« + ,)»:, 






!>■■ 


-«*-2«/i:t + (JV, 




»; 


--'-. 


-3«,!, 
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Substitmert mau die Ditferentialsummeii aus den Gl, 26 — 28 m die (ifl. 25, 
ferner deu Wert von Ds — aus §. 12, Gl. 13 und befreit man endlich 
dy von den Konstanten, su ergeben sich folgende zwei Gleichungen: 

^ log ^ — tt-^-t:; arctan 



' y» 1/J «-1! 






29) 



i^[l„g J_ _ yff arctan (!& + i)] - Ds ^.J^, ■ 30) 
Ja unter Festhaltung der 



III. Setzt man zur Integration von _' 3 
Abkürzung in den Gl. 1 und 2: 

« _ o" + «/ij + /i'i', 
g^cc — ßx, 



31) 
32) 



s'-u'~2.ßx + ß''x 
~/~3aß, 



34) 

35) 

«(, _ 0, _ «" - ,!■«', 36) 

SO ergiebt sieh nach ganz ähnliehen Uechnungen wie sub II folgend'? 
Gleichung L 

• log I^ + „ > . arctan («? + 4") - 

- sip ['»S ''f + »'3 ""«» (J^g + yl)] ■= -»^ ;?^. ■ 37) 
Es ist leicht ersichtlich, dass diese Gleichung mit Rücksicht auf die Relation: 



Ds- 



- Ds - 



äy 



38) 



auch durch Zeichenwechsel aus derr Gl. 29 und 30 gewonnen werden 
kann, wobei zu bemerken ist, dass (? log ( — ß + |?a:) = (Hog (a — ßx) ist. 



8. 15. 
Integration von 7,7 - x 7 - -^ ' 
I, Setzt man zur Erleichterung der Rechnung 

ß-'Vb; h-ß', 
> ist die Fundamentalgleichung; 



a + ix' ^'+ß'x' 



-dy. 
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— 29 — 
Zerlegt man den Nenner des Differentials in Faktoren, so ist; 

x~-a' + y2aßx + ß'x', 4) 

Q = a'-y2aßx + f'x\ 6) 

--^ - 2 1/2 o(i , 6) 

«p_«,_o« + (i«a;'. 7) 

Führt man (Gl. 6) Variable und Konstanten ein, so nimmt die Gl. 3 fol- 
gende Geatait an; 

^ — ^ = 2y2aßdy. 8) 

Nim ist aber zufolge §. 21, Gl. 24, 20; 

jDs ■ = I)S —, = r = n , log -^ + "fr Ds—- 9) 

2>s _ '^ = _ Ds -^ J^ -, = — iT^i log = + -4- J)s -- ■ 10) 

Substituiert man die Differentialsunamen aus den Gl. 9 iind 10 in die Gl. 8, 
so ist: 

1^ log Z + 4^ \Bs ^ -]- Ds ^1 = 2)s 2 l/2 aß dy . 111 

Setzt man endlieh an die Stelle von I)s— — l- Ds ■^- den in t-. 12, Gl. 24 
angegebenen Wert, so ist; 

2-~= log Z- + ^ arctan J^S:^ = '^V^ ccß Di (hj , 12) 

und wenn man dy von den Konstanten befreit: 

__ ^ .__ . [log ^ + 2 arctan ^ß^^l = 7fe -.-jj-^^rv 13) 

4 1/2«^|5 L ^e^ «'— ;ä-a:=J c--\-§<x^ ' 

Setzt man -^ = ^ und ersetzt man überall mittelst der geeigneten Opera- 
tionen « und (5 durch ft, so erhält das vorstehende Integral seine in den 
Integraltafeln üblicbe Form. 



II. Setzt man zur Integration von ■__ ^^r-^^i = 
Festhaltung der Abiürzangen in Gl. 1 und 2: 


- «■■ + p'i' 


nnter 


o _ - «• + |3»a;', 




14) 


i-r + /3«a;% 




16) 


S-- «" + |5V, 




161 


«~(,_2a', 




l'i) 


;r0 = C3 = — ft* -j- /5'a;*, 




18) 
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— so- 
so ergiebt sich nach Einführung von Variablei! und Konstanten (Gl. 17): 
^-'}^^2a'dy. 19) 

Nun ist aber zufolge §. 9, Gl. 13 und §. 8, GL 6 (vgl Gl, 11): 

Ds ^ = ÖS — ,- r «" . = . \ log ~-^T^- ■ 20) 

71 dX -r. dX \ j &X _^. 

JJs — ^ — Ds -..- , .. . = i- aretaii - - - 21) 

Substituiert man die Differetitialsummen aus den Gl. 20 und 21 in die 
Gl. 19 und befreit mau sodann dy von den Konstanten, so ist: 
1 r _„^flä p^i ^a; 



IIL Setzt man zur Integration von --^- 
« — «' + ßV, 



23) 



j _ «■ _ ß'x\ 26) 

« + p — 2«>, 26) 

="?-»-«'- ß'< 27) 

SO ergiebt sich nach Einführung von Variablen und Konstanten (Gl. 26) 

-^^ + — ==2a^,i;/. 28) 

Nun ist aber zufolge g. 8, Gl. 6 und §.9, Gl. 8 

Bs ^^ = Ls ^;r4^-^ = -\ arctan ^ ■ 29) 

T, dx -r, dx 1 1 ^ 'T PX rj/,v 

SubstitKiert man die Differentialsnmmen aus den Gl. 29 und 30 in die 
Gl. 28 und befreit man dy von den Konstanten, so ist: 

31) 

Es ist leicht ersichtlich, dass dieses Integral jenem in der Gl. 22 nach 
erfolgtem Zeicheiiweehsel entspricht. Auch können die beiden Gleichungen 
22 und 31 dadurch, dass man ^ = fc setzt, auf ihre übliche Form ge- 
bracht werden. 

IV. Scbliesslich mag noch bemerkt werden, dass auch alle übrigen 
Differentiale von der Form — ■ sich durch Zerlegung in Faktoren 
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iiBd (larcli Einführung von Variablen und Konstanten integrl 



!., wenn das Integral von ^^rjrä^^t ^^ ermitteln 


ist; 




o _ «• + ß'x', 




32) 


^-a + ßx, 




33) 


«■-«' + 2»/Ji + |3V, 




34) 


(,_«>-2<i)Sa].cos| + ,?»«■, 




35) 


, — „' — 2aßx cos y + ß'x', 




36) 


!^i^^-2o|S(2+ cos| + cos^), 




37) 


«s,- «-«■ + /(=«', 




38) 



und durch diese Gleichungen kann das obige Integral raittelat mehr- 
maliger Einführang von Variablen und Eonstanten leicht gefunden 
werden. Doch würde die Darstellung dieser ziemlich verwickelten Kech- 
nung hier au weit führen. 

§-16. 
Integration von — ■ 

I. In der vorstehenden Formel — bedeutet p eine ganze positi^fe 
Zahl, CO jedes Binom, Tvinom oder Polynom von der Form a-\'bx-\- c7?-\- ■ ■ -^ 
wenn dieses in integrable Faktoren, welche die Anwendung der Methode 
der Einführung von Variablen und Konstanten gestatten, zerlegt werden 
kann, ohne Rücksicht, ob die Faktoren reell oder imaginär sind. Ich 
beschränke mich hier auf jene Fälle, wo der Nenner des Differentials 
blos in zwei Faktoren zerfällt; übrigens ist leicht ersichtlich, dass die 
hier entwickelten Integrationsmeihoden mit geringen Abweichungen auch 
auf jene Differentiale angewendet werden können, welche (s. z. B. §. 15, 
Gl. 32 — 38) in drei oder mehrere Faktoren zerfallen. 

Bezeichnen wir diese beiden Faktoren wie bisher mit tc und q, so ist: 

3r() = km, 0) = ^, 1) 

7t+9 = f^, 2) 

T^Qp = ivmi'; co>' = ^^ , 3) 

Man kann nun mit Rücksieht auf die Gl. 3 an die Stelle der Fundamental- 
gleichung: 
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die eutsprechende Gleiclinng; 



32 ~ 
-dy 5) 



setzen, 

Führt man nun mit Kiicksicht auf die Gl. 4 Variable mid Konstante! 
ein, so ergieht sich: 

oder 






Häufig hat die Gleichung zwischen den Variablen und Konstanten einen 
komplizierteren Charakter als in der Gl. 2 vorausgesetzt wird. So haben 
wir z. B. oben §. 14, Gl. 7 (S. 26) gesehen, dass -'— *' == 3«|3 = ft ist. 
Um die Gl. 8 allgemein brauchbar zu machen, muss man ihr deshalb 
folgende Gestalt geben: 

II. Durch diese einfache Formel können alle oben (S. 31) hezeicb- 
aeten Differentiale von der Form — ■ integriert werden. Ist z. B. die 
Gleichung 

zu integrieren, so setzt man (§. 6, Gl. 2 — 5): 

_ a + hx\ 11) 

1 — i/o + V^-bx, 12) 
.) = Ya -V^^x, 13) 

i + ()-((-2l/ö, 14) 

(« + (i)'' — (•"-40, 15) 

«(.-»in; J™ 1, 16) 
und US ist folglicli mit Küeksichfc auf Gl. 8 

Nun ist aber 

T, d« , -r, röiC 1 , 1 3ä , (), 

^» i-- + ^« -„. - - iy^r^zTTTT-T?^ + „-,:r,7r-;?=E3 -.*»■"*) 
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folglich, wenn man die Differential summen aus den Gl. 18 und 19 in die 
Gl. 17 substituiert, 

^-^ + "-- Ds — = Ds-^.^ Bs , -- -^--öT7j ■ :^0) 

in. Ist die Gleichung 

zu integrieren, so setze man zufolge §. 10, 61. 1 — 10 (S. 13): 

m = a + bx + c:>f; 22} 

5 = 5 -~y~d-\-2cx, 24) 

5t — p = 2 1/d", 251 

TTi) ^ 4cra ; o = ^" , 26) 
folglich ist dann: 

r=16c]^; ji^^(ii~Qy = 4:Ö. 27} 
Sabstituiert man diese Werte iu die Gl. 8, so ist: 

- D» fc=,»i!!^ - i# Ä R - y"- + ^-i\ ■ 28: 

Nun ist aber 

1>, ^. + D, ^^ = _ _1_ _ _^_ == „ ^-±||^, 29) 

J)s — ?.?^ = (Gl. 26) — l- Ds -■'- , 30) 

folglich, wenn man die beiden Differential summen aus den Gl. 29 und 30 
in den letzten Ausdruck der Gl. 28 substituiert: 

6-l-2cS 2c 7-, da; -,-. da: oim\ 

- ^- ~ >- ^» ^ - -B» (. + {¥+ ,«-)■■ ^1) ) 

IV. Ist die Gleichung: 

zu integrieren, so ist (Gl. 25, 26) 

; =b4 ;i. =86], ö ■! ) 

1) Setzt n an m leo sten Int gialtafeln an X e St 1 vo ö = ? — 4 c 

den ÄusU u k J = 4<ie — Ö (g 10 tl I od J bo werden d Ze t n d m ol ^en 
Integ al j. t T E d gle he Uh windlu les Z heuB ttta h>e Iml te^ al 
in de C 1 41 n betreff jene Gl le e n w 1 ho S n e ste Polen? entl alte i, 
wah end de 1 ede n t ö das elbe Ze he behalten we W = J st 
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folglich mit Rücksicht auf Gl. 8 





'^'ia + ,. + .,',' ,y-,"' 


Xun 


ist aber zunäclist; 




Aif-Bs"-^--^.,. 



mtiale ^ -| 3- nur durch wieder- 
holte Einführung von Variableu und Konstauteu integrieren. Setzt man 
zu diesem Zweck zuvörderst: 

-^ = ds, 36) 

SO ergeben sich mit liüeksieht auf die Gl. 25 und 26 folgende Relationen: 

37) 



39) 



40) 

Substituiert man die Differential summen aus den GL 35, 39, 40 in die 
Gl. 34, 80 ergiebt sieh, wenn man für iJs -^ -{- Bs - ^ den Wert aus der 
Gl. 29 -nimmt: 

Einige leichte ßeduetionen geben dieses Integral in seiner gewöhnlichen 
Gestalt (s. S. 33, Note). 

§. 17. 

dx 





- — 21/«(J2. 






-?^ + 5|J-2>/ääB. 








e" ^ 8o)/ä " 


- Vsdz. 


-Bs- 


Ebenso ergiebt sich 


uach ganz analogen 


Rechnungen: 


- 


ays 1' 8cyd «■ 





Integration 



I. Die im §. 16 entwickelte Formel für Ds -—- ist zwar unter den 
dort angegebenen Voraussetzungen allgemein anwendbar, ihre Benutzung 
ist aber wegen der Weitläufigkeit der Rechnungen dann weniger be- 
quem , wenn die Gleichung zwischen den Variablen und Konstanten 
(§. 16, Gl. 2, 4) zu verwickeiteren Ausdrücken führt (z. B. §. 14, Gl. 7). 
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In diesem Falle können mit Vorteil einige spezielle Formeln gebrauclit 
werden, die sich der Natur der einzelnen Differentiale näher anschtiessen 
und von welchen daher die wichtigsten noch zu erwähnen sind. 
Es sei zuvörderst die Gleichung: 

die dx , 1, 

ZU integrieren. 

Zu diesem Zweck sind vor allem heiderseits Konstanten einzuführen 

(s. oben §. 2), indem man die Gl. 1 mit n(p — 1) multipliziert, also: 

n(p — l) dx , T, , (,, 

-^-■^ — = n(p~l) dy. 2) 

Sodann führt man mit Rücksicht auf die Gleichung: 

co^^hx" ^a 3) 

Variable und Konstanten ein, so dass die Gl. 2 folgende Gestalt annimmt: 

n{p — l)(<a^ bx'')da / i, ? ^^ 

-±i z.i_jr_. _./ — = n{p — l)c( dy 4) 

oder 

nl,p — 1) dx ~— nip ~ 1) bx" dx , ,. -, ,. 

—-^ + —- -^ = M (i) — 1} a dy . 5) 

Nun teile man das erste Differential in zwei Ausdrücke, so dass ist: 
dx . {n p — n — t) dcc n{p — 1) äx „. 

^_i -r ^^^1 — ,„P-i" ' ■' 

Substituiert man den Wert aus der Gl. 6 in die Gl. 5 und nimmt man 
beiderseits die Differential summe, so kann die Gl. 5 auch so geschrieben 
werden: 

r, [^ dx -r- n(p — l) bx^ dx~\ , n (np — % — l)dx -r, , i \ , tn 

■Ds |_,;F=i+ ^P \-\'T}s''-~—^z.i~ --I)sn{xy—l)ady, 7) 

Zieht man endlich aus der ersten Differenfcialsumme links heraus und 

befreit man dy von den Konstanten, so ergiebt sich folgende Formel: 
1 ,j X \dx-^n{p~-iyb^^dx~\ np-n—l ^ dx _ 



Nach dieser Formel kann das vorstehende Integral, wenn i 
ganze positive Zahlen sind, leicht integriert werden, 
n. Soll z. B. die Gleichung 



{a+bxr 



= dy 
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integriert werden, so ist mit Kiieksicht auf die Gl. 2—4 zunächst links 
mit 3(ki — ix^), rechts mit 3a zu multiplizieren, also; 

— ^!— ^^ — = ■ — ■ i — = 3 aap. 10) 

Teilt man nunmehr das Differential im zweiten Ausdruck zufolge der 

Gl. 6 in — und ■ ■, so nimmt die vorstehende Gleichung folgende Ge- 
stalt an: 

Ds [_— ^, — J + Ds = Ds äa dy . 11.1 

Zieht man nun aus dem ersten Differential mit Rückaicht auf die 61. S 

Ds-[— — J + 2 ös-^ = Ds dady. 12) 

Nun ist aber, wenn man ganz analoge Operationen Tomimmt, wie jene, 
die in den „Neuen Integrationsmethoden" S. 47—49 entwickelt sind: 



13) 



abx^dx a -\-Sbx'dx 



Substituiert man den letzten Wert der vorstehenden Gleichung in die 
Gl, 12 und befreit man sodann r2y von den Konstanten, so ist: 

X , 2 -r-, dX -r-. dX ,,., 

III. Ich habe sub II die Integration in der Weise durchgeführt, dass 
ich die in den Gl. 1—8 angedeuteten Umgestaltungen mit dem zu inte- 
grierenden Differential wirklich vornahm. Die Integration kann aber auch 
so erfolgen, dass man in der Formel der Gl. 8 unmittelbar die erforder- 
lichen Substitutionen vollzieht. Zu diesem Zwecke werde ich die erste 
und zweite Differentialsumme der Gl. 8 abgekürzt mit D's und D"s u. s. f. 
bezeichnen. Dieselbe Abkürzung soll auch in den späteren Fällen be- 
nutzt werden, 

lafc also z. B. die Gleichung: 

dx dx 



{a^-bx^ 



= dy 15) 



I integrieren, so ist mit Rücksicht auf die Gl. 8 und 13: 



■M(P-I) 



1 + - 



sc-\-dx x-\-dx ca-\- äx 



■Th?- 16) 
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^ir-l B"s _ l^ Ds 5 _ (Gl. 14) ;|i- + /^ _Ds ^- 17) 

Substituiert man die Diiferentialaumineii aus den Gl. 16 und 17 in die 
Gl. 8, so ist: 

ii + I5S5 + 5?^»'~-"Ä5^^fj.^. 18) 

IV. Ist die Gleichung 

zu integrieren, so ergeben sieh mit Rücksicht auf die Ol. 8 folgende 
Relationen : 

^i_- D-s = i- II, ^ {'-"- - y ''■-■'»l _ i . '---t^ _ r^ . 20) 

an{p — l) ia aLs: a J i« io-\-da> 4 üp) ' 

«rt(p-l) 4a c ' 

-^ + -,— -Ds — ^ = Ds > ■ - ■■ , ■ ? ■ ,., ■ 22) 

Ich bemerke noch, dasa die Richtigkeit der Integrationsformel in 
der 61, 8 sich leicht dadurch ergiebt, dass man diese Formel durch einige 
naheliegende Reduktionen auf das ursprüngliche Differential — zurück- 
führen kann. Dieselbe Reduktion kann man auch bei allen übrigen Inte- 
grationsformeln, die im Laufe dieser Abhandlung vorkommen, ohne 
Schwierigkeit durchführen. 

§. 18. 



I, An die im vorhergehenden Paragraphen gegebenen Entwicklungen 
schliesst sich enge die Integi'ation der Gleichung: 

an. Ich beneichno in üblicher Weise: 



2(0(0" — ©'^ = 4ac — y^ = J . 4) 

Um nun die Gl. 1 zu integrieren, führe man zunächst Konstanten ein, 
indem man beiderseits mit "p — 1 multipliziert, also: 
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Sodann führt man mit Rücksieht auf die GL 4 Variable uad Konstanten 
ein, wodurch die vorstehende Gleichung folgende Gestalt annimmt: 

(_p_ iMW -^)_fa _ ^ (j, _ 1) jj, e, 

oder: 

-—-^z:^— — ^^—^ = -^ (j' — 1) äy. i ] 

Teilt man nun das erste Differential eben so wie im §. 17, GL 6—7 und 
nimmt man dann die Differential summe, so ist: 

Zieht man endlich aus der ersten TJitferentialsurame — ri:^ heraus und be- 
freit man dann äy von den Konstanten (vgl. §. 17, Gl. 8), so ist: 

1 ^ m- \- i«"dx {p - 1) a' da ;-] , ac(2j)-3) „ dx _ 

= Ds ^ 9) 

II. Ist •/., B. die Gleichung: 

dX ^(!^' ^ 7 

zu integrieren, so sind, da j) — 1 in diesem Falle =1 ist, sofort mit 
Rücksicht auf die Gl. 4 und 6 Variable und Konstanten einzuführen, so 
dass sich folgende zwei Gleichungen ergeben: 

<i^-::=^4ni:^^d,. 11) 

i^?^--!^-^!!!,. 12) 

Teilt man nun nach Anleitung der 61. 8 das erste Differential, so ist: 

^^ [^ - ^] 4- Ds ^ ==Dsz} äy, n) 

und weun man mit Rücksicht auf Gi. 9 aus der ersten Differentialsumme 
— extrahiert: 

^^ vP;?" ~ "'f~] + 2c Ds '^ = i>s z; äy. U) 

Nun ist aber, wenn man so wie in den „Neuen Integrationsmethoden" 
S. 47-49 und wie oben im §. 17, Gl. 13 und 18 verfährt: 
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Ds •- ["i^. - =^] - ^ — ^ - i^t. -%.- '-^ . 15) 

und wenn man den letzteren Ausdruck in die 61. 14 substituiert und 
dann äy von der Konstante befreit: 

-Zs- + << »" -i: = ^' (m^sm: rfP • ^^^ 

m. Ist die Gleichung: 

ZU integrieren, und will man das Integral, ähnlich wie in §. 17, Abs. IIl 
unmittelbar aus der Integrationsformel ermitteln, so ist (Gl. 9): 



1+ - 

1 + ^ 



J_ o ' + to" Am J_ V -^(ä 'Hx, ^^ <a' . (jx 

a^' »=+ 2caa'iJx 2z) ■ (io + o.'dai)= 2z/rä» " ^-' 

^^fcj^ J>"s = ?| Ds ^ = (Gl 16) ^ + IJ _Ds ^ . 19} 

Substituiert man die Differential summen aus den Gl. 18 und 19 in die 
Ol. 9, so ist: 

si' + i? + 5 ^^ ^ = -0^ (. + J+ -^y ■ 20) 

Einige leichte Reduktionen gehen diesem Integral seine gewöhnliehe 
Gestalt. 

§. 19. 
Integration von — — ■ 

In der vor.stehenden Formel bedeutet ra ein Binom, Trinom oder 
Polynom von der Form a -\-hx -\- cx^ -{■■■' gyf y auf welches die im 
Eingang des §. 16 enthaltenen Voraussetzungen Anwendung finden : 
$ und 2 bedeuten ganze positive Zahlen; j/a:" endlich jenes Glied von lo, 
welches die Variable x in der höchsten Potenz enthält. 

Hier ist zu unterscheiden, ob 9'^»* oder g<« ist. Ist g gleich 
oder grösser als n, so können die betreffenden Integrale nach einer all- 
gemeinen Formel gefunden werden, von welcher im folgenden Paragraphen 
die Bede sein wird. Gegenwärtig haben wir also nur den Fall ins Auge 
zu fassen, wo der Exponent von x im Zahler (= g) kleiner als der höchste 
Exponent von x im Nenner (= w) ist. 



y Google 



I. lat q nur um eine Einheit kleiuev als n, so kann x'^ jederzeit ans 
dem Differential ciuotienten von oj = e»' ermittelt und die Integration 
dadurch ermögiiclit werden, dass man den gefundenen Wert von «* in 
das Differential substituiert. In einzelnen Fällen {?.. B. bei Ds - . ■ ; — -A 
wird der Zähler des Differentials durch diese Operation nicht vollständig 
von der Variablen x befreit, diese erscheint aber dann in niedrigerem 
Grade, welcher die Integration möglich macht. 

So ist z. B. für oj = M + hx^: 

uud wenn man diesen "Wert von x in die Gleiehong 



'—^ = dy 2) 



substituiert und beiderseits die DilTevential summen nimmt, so ist (N. L, 
S. 37ff.): 

Ds —,—i—i = Bs -TTT— ^= ;rr Ds - — - = ^r log ia . 3) 

Ebenso ist: 

-Ds -,-v -, = Ds ^1- - = V,- log M . 4") 

IIl, Ist die Gleichung 
zu integrieren, so ist: 

folglich ergeben sieh, wenn man den Wert von x in die Gl. 5 substituiert, 
folgende Gleichungen; 

i_Ds"^- A2)s^_ 2)s,;j. 8) 

i log S - ^ B, !^ - fl» --^||1-^ ■ 9) 

Durch ganz analoge Rechnungen ergiebt sich: 

-^ log 5 -f A. j)s i^ = ])s ^-_ ^^1^ -^, . 10) 

Es wird sich übrigens weiter unten (Gl. 16 — 22) zeigen, dass die beiden 
vorstehenden Integrale (Gl. 9 und 10) in wesentlich abweichender Form auch 
dadurch gewonnen werden können, dass man x nicht aus dem Differential- 
quotienten von ra, sondern aus den Faktoren dieses Ausdrucks ermittelt. 
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IV, Ist die Gleichung: 

zu integrieren, so ist ähnlich wie in den Gl. 7 uiiii 8: 

1-Z)s~- -^- Ds 5 = -Ds dy . 12) 

Nim ist aber zufolge N. Int.-Meth. S. 33, 34 und oben §. lö, Gl. 31, wenn 
man an die Stelle von 3 = h'^ — 4ac den Ausdruck z/ =4ac — h^ setzt 
und infolge dessen die Zeichen wechselt: 

i^D'-i'--^- 13) 

& T, dx biü' t 1-, dcc , ,N 

-JZ^'^---ÜJs-j^'^- 11) 

Substituiert mau die Differentialsummen aus den Gl. 13 und 14 in die 
GL 12, so ist: 

- ijs - ic-^ü - 3 -»■' 17 - -** 5r+-i;s+^^-' IS») 

Eine leichte Reduktion zwischen den beiden ersten Gliedern auf der 
linken Seite giebt das Integral in seiner gewöhnlichen Gestalt. 

V. Tat der Exponent q um mehr als eine Einheit kleiner als n 
(s. oben), so muss a;« entweder unmittelbar aus den Faktoren von ro, 
niimlich aus a und p oder auch aus den Differentialquotienten n, q er- 
mittelt werden, wobei jene Methode zu wählen ist, welche die bequemste 
ist. Häufig können auch diese Methoden ebensogut wie die in den 
Abs. I-— III entwickelten angewendet werden, ähnlich wie ja auch in dor 
Algebra sehr oft mehrere Wege zu demselben Ziele führen. 

So kann z. B. die Gleichung 

it + ~hx -\- cx^ (fl ^~ ■'' ' 

für welche das Integral schon oben (Gl. 9) ermittelt wurde, auch in der 
Weise integriert werden, dass man ebenso wie im §.10, Gl. 4 — 8 gleichsetzt: 

^^h+Yd + 2cx; x = ''-^\Y^-, 17) 

p = ;._Vö + 2cx-, ^ = ^^l±i^, 18) 

Jt9 = 4cra; '0=f|' 19) 

Substituiert man den Wert für x aus der Gl. 17 in die Gl. 16, so ist: 
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oder wenn man beiderseits die Differential summen nimmt: 

_ log 3 T_.y. _ Ds -- = Ds ^-^-^.fj-^, ■ ^1} 

Substibuiert man andei'erseita den Wort von x aus der GL 18 in die 
Gl. 16, 80 ist: 

^ifg» — 27^ •"* V - -^* <r+5mj^ 22) 

Diese beiden Integrale kommen meines Wissens nirgends vor, sind aber 
ebenso richtig und einfacher als das gewöhnHelie Integral (GL 9). 
V, Das Integral der Gleichung: 

:cdx xda: xda , „„ 

kann nur dadurch gewonnen werden, dass man x aus den Faktoren von 
(0 ermittelt. Man setze wie im §. 14, Gl. 4 — S: 

i = « + /ij; »;-'y-, 24) 

,e-<o = a' + ß'x?, 26) 

SO ist, wenn man den Wert von ic aus der Gl. 24 in die Gl. 23 substituiert: 

Nun ist aber zufolge %. 12, Gl. 15 und §. 14, Gl. 11 : 

-tDs — = --- - - ai-ctan -p = ■ 28j 

-^Ds^ ^jjs — = -A,log^.----_— arctauf-'^^-^-^-YsQ) 

Substituiert man die Differentiaisummen aus den Gl. 28 und 29 in die 
Gl. 27, so ist nach einigen naheliegenden Operationen: 

_J_ [log n + ys aretau ßß- - ^\\ = Ds ^^^ ■ 30) 

Ersetzt man fiberall a und ^ durch -5- = Ä: , so erlangt das vor- 
stehende Integral seine gewöhnliche Gestalt. 
YI. Ist die Gleichung 

ccda: xäx xdx , o, •, 

zu integrieren, so setze man ebenso wie in §. 15, Gl. 1 — 1 
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jr = «^ + 1/2 «ßx: + ß-x-, 32) 

Q = cc^ — y2aßx + ß^x\ 33;) 

x = ^'~^, 34) 

;r j) = C3 = £i^ + i3*x* , 35) 

und es ergiebt sich, wenn man den Wert von x aus der 61. 34 in die 

Gl. 31 substituiert: 

'^-~-^J-^2y2aßchj. 36) 

Nun ist aber zufolge §. 12, Gl. 25: 

Ds^^ns^^^- [Ds ^^ - Ds ^1 = ^ arctan ^!- , 371 

und wenn man diese Differentialsumuie in die Gl. 36 substituiert und dy 
von den Konstanten befreit: 

1 , fl^S^ -n Xdx nc-: 

sisf. »"*" ..- - »* ;?+|w ■ "^1 

Setzt mau «^ = ya, ß^=yi (§. 15, Gl. 1, 2), so erlangt dieses Integral 
seine gewöhnliche Form. 

Ist endlich die Gleichung: 

x'dx: x^da: x''dx -, n^,-.. 

ZU integrieren, so ergiebt sich aus der Gl. 32 und 33: 

TT + p = 2a^ + 2ß^x'-, x^ = ^^^^7--, 40) 

und wenn man diesen Wert von x^ in die Gl. 39 substituiert; 

'^' + ii-^''^'^2ß'df. 41) 

Nimmt man nun die Dilferential summe von -| ans §, 12, Gl. 24, 

von — aus §. 15, Gl. 12 und 13 und befreit man dann dy von den 
Konstanten, so ergiebt sieb nach einigen Reduktionen: 

-—^ - log --- + 2 arctan -^ — -^-^ = Bs - ■ , ■ , .,, — . ■ 42) 

Durch Substitution von -^ö = ^ wird dieses Integral leicht auf seine üb- 
liche Form gebracht, 

VII. Ist die Gleichung 

xäx isdx , ,„-. 

zu integrieren, so setze man (fftr 6^ > 4ac) wie in §, 13, Gl. 1—5: 
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jt^-b-{-yd-\-2c:'f', 44) 

9 = Ji — l/^+ äcaiS 45) 

Tt^ Q = 2yd', 46) 

KQ = 4ccj ; (ü = ~ , 47) 

uBtl führe iu die Gl. 43 mit Kücksicht auf die Gl, 46 Variable und 
Konstanten ein, so ergiebt aicli 

Q 7t 2C ' 

Nimmt man nun nach Anleitung der Operationen in den Gl. 1 — 3 von 
den Differentialen linka die Differentialsummen, so ergeben sich, da 

p' = 4cir, ro' == 4cic, also ^ = t~ ^ T~ '^*'j folgende zwei Gleichungen: 

o Ax 11 Ax 1/3 , 

-^-. log 1- = J)s —~\^r--. ■ ^9^ 

Wird in der Gl. 43 statt x der Ausdruck ^ gesetzt, so kann a;^ leicht 
aus den Gl, 44 oder 45 ermittelt und dann die Integration vorgenommen 
werden, Ist afl = ^, so sind die sub I dargelegten Methoden anwendbar. 
Auch für ö^<4oic können die Integrale nach der obigen Darstellung (vgh 
auch §. 13, Gl. 19 ff.) ohne Schwierigkeit ermittelt werden. 

§.20. 
Integration von "''■ y? (Fortsetzung). 

I. Während die Integration der im §. 19 behandelten Differentiale 
ein gewisses Eingehen in die Individualität der einzelnen Fälle erheischt, 
kann das obige Differential für g^in {vgl. oben S, 39) nach einer all- 
gemeinen Formel integriert werden. 

Bezeichnet man (s. oben S. 39) mit (jaf das Glied von ra mit der 
höchsten Potenz von s, ferner den Rest, welcher von ra nach Abzug 
dieses Gliedes verbleibt, mit TX, so ist: 

cj = K + </«% I) 

:."=?---^. 2) 

Ist nun X" = x'>, so braucht man nur den vorstehenden Wert in die 
Fundamentalgleichung: 

—^ = '^y 3) 



yGoosle 



1 substituieren, wolehe dann folgendo Gestalt aDiiiuimt: 

(m — -R) dx _ , 



1 r, da: 1 1-. lidn', -r, -, 
- Bs — 7 Ds == Ds cht . 



Ist dagegen q'>n, so muss die Gl. 2 mit sfl~'" multipliziert werden, 
worauf sie folgende Gestalt annimmt: 

und wenn man diesen letzteren Ausdruck in die Gl, 3 substituiert, so ist: 

Mit den beiden Formeln in den Gl. 5 und 7 kann jedes Difl'erentia! von 

der Form für g <; « leicht integriert werden. 

IL Es sei L. B. die Gleichung 

ZU integrieren, so ist zufolge Gl. 2: 

x^= , 11) 

folglieh, wenn man diesen Wert in die Gl. 10 substituiert: 

Ds Ds Ds -^ = Ds dy . 12) 

Nimmt mau von den Differentialen links die Differential summen (vgl. 
namentlich §. 19, Gl. 9), so ist nach einigen leichten Operationen: 

x b , — { 1)'' a\ T, dx 7-, ic'diB ,„, 

c - 2^ l«g "^ + W ~ 7) ^^ V = -"^ ^T^ + ^- IS) 

III. Ist die Gleichung 

x'dx __ x'^dx , ^ .>. 

zu integrieren, so ist zufolge Gl. 6 

a;3 = ^^-ZL f . '" . ^-5 - 15) 



und wenn man diesen Ausdruck in die Gl. 14 substituiert, so ist: 

Ds ^ _ 1 Ds -j": ^tj)sfA^^Ds^- 16) 

Zur Integration dieser Gleichung ist blos erforderlieh, dass man für die 
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links angedeuteten Differential summen aus §. 19, Gl. 9 unci aua der obigen 
Gl. 13 die entsprechenden Werte substituiert und dann die erforderlichen 
Reduktionen vornimmt. 

§.21. 

äx 
Integration von — ■ 

I, In dieser Formel bedeutet ra ein Binom, Trinom oder Polynom von 

der Form a-\'hx-{- cx^ -\ (-gra;" (vgl. §. 19), m, n, p bedeuten ganze 

positive Zahlen, endlich bezeichne ich mit r den Rest, welcher von ra 
nach Abzug der Konstante a verbleibt. 

Tst nun die Gleichung 

J.?- = äy 1) 

ZU integrieren, so setze man 

^ = a-^rr, 2) 

a=^a~r, 3) 

und führe dann in die obige Gl. 1 mit Rücksicht auf die 61. 3 Variable 

und Konstanten ein, so dass sich also folgende zwei Gleichungen ergeben; 

i^ßii^ady, 3) 

dx rdiK -, .. 

-^m — -^ = <i '^tl • V 

Nimmt man nun die Differentialsummen und befreit man sodann dy von 

der Konstante, so ist: 

^ äx _ rdx 
Ds — " — Ds 

lo'' w^' 1, -r. dx ^ n ''' A^ 71 "^^ 

= - Bs -^- Ds — = Ds -^-y, ■ 5) 

Nach dieser einfachen Formel können alle Differentiale von der Form 

— — integriert werden. 
x"iiP 

II, Ist z. B. die Gleichung: 

dx dx , f,\ 

M^m -'':'-'''' "^ 

zu integrieren nnd mulf^ipliKiert man (Gl. 3) links mit o — hx, rechts mit a, 
so ist: 

ij^-J^ _ ^ ^;^ ,^ 

oder 

dx hdx , o\ 
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Nimmt man nun beiderseits die Differentialsummen, so ist (Neneint.-Metli. 
Gl. 201, 213): 

Ix — lä = log ^==I)sady, 9) 

lind wenn man dy Yon den Konstanten befreit: 
III, Ist die Gleichung 



^■»s^--D'=.(.^r '»> 



«•(.+ 5.)-''!' "' 

zn integrieren, so verfährt man so wie in Gl, 7 und es ergiebt sich 

Ds "^^ ~hl)s ~~ ^Dsaäy. 12) 

Substituiert man links den Wert der Differential summen mit Rücksicht 
auf Neue Int.-Meth,, Gl. 180 und auf die obige Gl. 10 und befreit man 
dann dy von der Konstante, so ist: 

- ^_-±^ log I = DS -.r-^ j^^y 13) 

IV. Ist die Gleichung 

zu integrieren, so ist mit Rücksicht auf die Relation ra — bx^ = ü: 

j)s i^—iDs^ = Bsa dy . 15) 

Nimmt man nun mit Rücksiebt auf die ohige Gl. 8 und auf §. 19, Gl. 3 
die Üifferentialaummen und befreit man sodann dy von der Konstante, 
so ist 

V. Ist die Gleichung: 



17) 



ZU integrieren, so ist: 



(^-Ix - c-^^dx 



= a dy 18) 



Ds'^ - b Ds-^ ~ c Ds -^ ^ r>s a dy . 19) 

Substituiert man nun den Wert der Differentialsummen (s. oben §. 19, 
Gl. 9) in «äie vorstehende Gleichung, so ist nach einigen leichten E-e- 
duktionen: 
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VI. Ist die GleichiiDg 

dx _ < 

■iw integrieren, so ist (s. Gl. 18 und 19) 



Dax , _ ( 



- cDs — = Dsady. 



22) 



Substituiert man in die vorstehende Gleichung die Werte der Differential- 
summen (s, für das zweite Glied ohen Gl- 20), so ist nach einigen Re- 
duktionen, wenn man dy von der Konstante befreit: 



-Ds 






Bs- 



23) 



',\o. + bm + c 

Auf ganz analoge Weise wie oheo (Gl. 17 — 20) erhäit mau noch das 
schon in früheren Ähschnitten mehrfach benützte Integral; 



x{a-~l>x-\-cx')- 



= ,-log^ + /--J 



24) 



Dritte Abteilung. 

"Die goniometrischen Integrale, 

§. 22. 

Integration der einfachsten goniometrisolien Differentiale. 

Die neuen Kechnungsmethoden gewähren die Möglichkeit, die gonio- 
metrischen Differentiale direkt ku integrieren, während diese nach den heute 
üblichen Methoden zum grossen Teile entweder durch die beliebten „Um- 
kehrungen" oder auf einem indirekten Wege gewonnen werden, indem man 
die goniometrischen Funktionen und Differentiale in algebraische Ausdrücke 
verwandelt (z. B. durch die Gleichungen sin x^==u oder tg — ^ u). Auch 
hier treten durch die neuen ßechuungsmethoden an die Stelle eines 
überaus komplizierten Formelwerka einige wenige elementare Handgriffe, 
die für den Kenner der neuen Rechnungsarten kaum einer näheren Er- 
läuterung bedürfen. 

I. Ist die Gleichung: 

cos X dx ^^ dy 1) 

zu integrieren und numeralisiert man dieselbe, so ist: 



1 + cos X dx Idß = 



V dy. 



2) 
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Multipliziert und dividiert man das Differential links mit sin x, um das 

linksseitige Numeral auf die Form 1 -f zu bringen (s. Neue Int.- 

Meth. S. 41, Gl. 221, 222; S. 44, Gl. 245, 24Öff.), so entsteht folgender 
Ausdruck : 

1 -( -^-^ *"- ^vdy, d) 

und wenn man sin x in die Potenz versetzt und sodann die Numeral- 
gleichung bildet, so ist: 

-,p.,..- --vä,j. 4) 

Logarithmalisiert man diese Gleichung, um den ursprünglichen Wert von 
dy herzustellen, so nimmt sie folgeude Gestalt an: 
c + cos ai dx ~ 



Nun ist aber; 

äiudx = dx, 


6) 


cos dx^l, 
folglieh: 


T) 


sin« + coaxdx = sin a; cos dx -\- cos« sint^a; = sin{3; + dx), 


8) 


und wenn man den letzteren Ausdruck in die Gl. 5 substituiert, so 


er- 


geben sieh die beiden Gleichungen: 




sin {x + dx) — sin a: = d«/ = cos x dx , 


0) 


sin x^JDsdy^Bs cos x dx . 


10) 



IL In ganz ähnlicher Weise wird die Gleichung: 

sia X dx = dy 1!) 

integriert, nur dass Multiplikation und Division mit cos x stattfindet (s. 
oben Gl. 3). Es ergiebt sich dann (vgl. GL 5): 

eoB X -{- sia X dx — cos x ^ dx. 12) 

Multipliziert man, um die Operation in der Gl. 14 zu ermöglichen, 
dx und dy mit — 1 (Neue Int.-Meth. S. 35, 53), so ist: 

cos X — sin X dx — cos x ^ — dy. 13) 

Nun ist aber mit Rücksicht auf die GL 6 und 7: 

cos X — sia X dx ^ cos x cos dx — sin x sin dx ^ cos (x -j- dx) , 14) 
folglich, wenn man den letzteren Ausdruck in die GL 13 substituiert: 

cos (x + dx) — cos a; = — (?j/ . 15) 

Befreit man endlich dy "vou dem Minuszeichen, so ergeben sich die beiden 
Gleichungen: 
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— [cos [x -\- dx) — cos x] = rfy, 

— cos X == Ds dy = Ds am x dx . 
111. Ist die Gleichung: 



lö) 
17) 



1^> 

zu integriereii, so ergeben sicli folgende ümwandlungeu, die nach dexu 
bisher Gesagten keiner weiteren Erläuterung bedürfen: 

19) 
20) 



d(""{i+-. 



df"" 
L die Potenz versetzt werde] 



21) 



Da hier ; in die Potenz versetzt werden musste, so ist es notwendig, 

das links erscheinende Differentialbinomium in ein Trinom ku verwandeln, 
weil nur ein solches (s. unten Gl. 24) die Differential summe eines Bruches 
ergiebt. Die Umwandlung in ein Trinom erfolgt hier wie in anderen 
Fällen dadurch, dass man mit Rücksicht auf die Relation siu^x + cos^a:^ 1 
Variable und Konstanten in dieGl.21 einführt, folglich Äa: mit sin^a; + cos^ar, 
dagegen dy mit 1 multipliziert. Die Gleichung erlangt dann folgende Ge- 
stalt; ^,^^ ,i„^ 
vdxldß , aiaxdxlde\^^ 

1^- ^2^^^ =vdy. 22) 

Logarithmalisiert man diese Numeralgleiehuug , so ist: 



if''"{i. 



'i!L-ri + 5?v"ü? + 



--dy. 



23) 



Nun ist aber (s. Neue Int.-Meth. S. 47—49 und oben §. 17, Gl. 13 i 
§. 18, ei. 15 und 18): 

c„,xdi 

sin ic f, , WS xdx . sin a; rfal sin x sin x sin x -^ cos ^ < 

„Qg ^ j^l "1" gjjj ^ ~P " gQ,: x J cos iC ' sin X da: cos x sin x < 



_ sin {X + d x) 

und es ergeben sich, wenn man diesen letzteren Ausdruck i 
substituiert, folgende Relationen: 



24) 
! Gl. 23 
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-äy. 24) 



COS (iE + dlC} 
cos X " ^ CÜS^K ' 

Ebenso ist: 

— ^1 = — cot 5; = Ds ^T^, 26) 

wubei nur zu bemerken ist, class bei Ableitung dieses Integrals mit uos x 
zu multiplizieren (s. Gl. 20), -. — in die Potenz zu versetzen (Gl. 21), 
endlieh dx und dy mit — 1 zu multiplizieren ist (s. oben Gl. 13). 
IV. Ist die Gleichung 

^ä^ = äy 27) 

zu integrieren, so ist die Numeralgleichung: 



-—-^vdy, 28) 



und wenn man diese uumeralisiert : 



003 0! \ ' cos M / OOB ai ^ ' 

Nun ist aber (Neue Int.-Meth. Gl. 10 und oben Gl. 14): 

cos xV^ C0:x I cos fl; ^ _ Siü X dx COB (X + dx) coa X ^^' 

Substituiert man diesen letzten Wert in die Gl. 29, so ergeben sich die 
Relationen: 

3^^--,4^ = rfy, 31) 

— -^ = sec Ä = l)s dy = ÖS ^"-Z-- 32) 

cos X ^ cos" a: ' 

Durch ähnliehe, jedoch in einzelnen Punkten (vgl. zu Gl. 26) abweichende 
Operationen erhält man die Gleichung: 

— -. — - = — cosec X ^ Ds — ^—^ 66) 

V. Ist die Gleichung: 

*»<'''- "-is^ - ■*» ä*) 

zu integrieren, so ist nach vollzogener Nnraeralisierung: 

1 + "" *: '' -^ -'» cjj/. 35) 
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Multipliziert man in dieser Gleichung dx und dy mit — 1 , so liegt 
offenbar ein logaritkmisches Integral vor (Neue Int-Meth. S. 37 — 40). 
Es ist nämlich: 



-r'=Ki;t^]'"= «-"!'• 315) 



Logarithmalisiert man diese Gleichung und befreit man sodann dy von 
dem Minuszeichen, so ergeben sich folgende Relationen: 

— [log cos (a; -(" dx) — log x\ = dy , 37) 

— log cos S = X)s dy = Ds \i%xdx. 38) 
Ebenso ist: 

Ds cot X dx = Ds . ^ log sin x, 39) 

wobei nur zu bemerken ist, dass bei Ableitung dieses Integrals mit Rück- 
sicht auf Gl. 8 die Multiplikation mit — 1 nicht notwendig ist. 
VI. Ist die Gleichung: 

sec X dx ^ = dy 40) 

zu integrieren, so multipliziere man, um diu Einführung von Variablen 
und Konstanten zu ermöglichen, Zähler und Nenner des Differentials mit 
cos X und es ist dann: 

Setzt man nun: 

DJ = 1 - s " 
^ = l+s 

44) 

re + p = 2 , 45) 

jrp = ta = 1 — sin^ x , 46) 

und führt man mit Rücksicht auf die Gleichung 45 Variable und Kon- 
stanten ein, 80 ist: 

'-i'^'^ + '^'-j^-^dy. 47) 

Verfährt man nun mit dieser Gleichung genau so wie in den Neuen 
Int.-Meth. S. 54, Gl. 307 ff. angegeben ist, so ergiebt sich: 



■ 5-- : — = v2 dy. 

Lg — cos xdx Q^ ^ 



Da jt + cos X dx = % , q — coa xdx='^ ist, so ergeben sieb, wenn man 
die vorstehende Gleichung logarithmalisiert und dy von der Konstante 
befreit, folgende zwei Relationen: 
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-2 log- 


V" 


■■■i,j, 


















49) 


■».f= 


4i»g' 


L+si 


ex 


= logtang( 


\X 


+i; 


I-Bs 


seca; 


dx- 


~Ds 


äx 


50) 


YII. 


Ist die 


Gteichui 


Jg 
























eosec X dx - 


- 


(!a; 


_<;„ 










51) 



ZU integrieren, so ist wie aub VI vorzugehen. Man lüultipliziert Zähler 
und Nenner des Differentials mit sin x und setzt dann: 

(0 = 1 — cos"'^x, 52) 

JE =^ 1 + cos a: , 53) 

p ^ 1 — cos a: , 54) 

;r + p = 2, 55) 

TT^ == oj = 1 — eos^ a: , 56) 

und erhält, wenn man mit Rücksicht auf die Gl, 55 Variable und Kon- 
stanten einführt, 

— \- ^ ^'iäy. Dl) 

Multipliziert man nun diese Gleichung mit — 1 und verfährt so wie in 
den Gl. 47—49 angegeben ist, so erhält man, wenn man sehliessheh äy 
von dem IVIinusz eichen befreit; 

- i log I _ lüg '\/\^f^l - log tang I _ fls d,J - Ds ^^-^ ■ 58) 

VIII. Von den cyclo metrischen Integralen kommen hier nur die 
Kreisbogen -Integrale der Tangente in Betracht, weil diese in dem Ver- 
laufe dieser Darstellung bei der Integration von zahlreichen algebraischen 
Funktionen benutzt wurden. 

Man setze statt der Gleichung: 

ä tang X = -r:^- 59) 

mit Rücksicht auf die bekannte goniometrische Relation — ^~ = 1 + tg^ x, 

:; — I ." = d arc ic. bü) 

1 -f tg= 3; -' 

Nimmt man beiderseits die Differentialaumme, so ergiebt sich: 

Ds —-r ^"^ % - = arctan x. 61) 



Da die Funktion tang x auf der Strecke von 0" bis 360" alle numerischen 
Werte von + 00 bis — 00 durchschreitet, so kann man im Allgemeinen 
tang X >= X setzen, so dass sieh dann ergiebt: 
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Ds -,-T"i = arctan x 62) 

oder aHgemeiiier: 

-ö« riif^y = ^"■'^^^'^ ^'^^^' ■ ^^) 

Auf ähnliche Weise können a.uch alle übrigen einfachen cyclometrisehen 
Differentialsummen abgeleitet werden. 

§. 23. 
Integration von sin" x dx und cos" x äx . 
I, Die Integration von Ai^xdx und cos" xdx ist den oben in §. 17 
und 18 dargestellten Integrationen sehr analog^). Ist nämlich die Gleichung : 
sin" X dx ^ dy 1) 

zu integrieren, so multipliziert man zunächst beiderseits mit n, also: 

n sin" X dx = n dy . 2) 

Nun teilt man das linksseitige Differential, so dass die Gleichung folgende 
Gestalt annimmt: 

sin" xdx -{- {n, — ■ 1) sin" xdx = n dy. 3) 

Setzt man ferner in dem zweiten Differential an die Stelle von sin"äi den 

Ausdruck sin"~*a;(l — eos^a:), so ist: 

sin" X dx — (n — l) sin""^ x eos^ xdx-\-(n — 1) sin""^ xdx^ndy. 4) 

Nimmt man nun von vorstehender Gleichung die Differentialsumme, indem 

man zugleich zur Erleichterung der Operationen bei den zwei ersten 

Differentialen die Zeichen wechselt, dann sin""* x cos x aus denselben 

extrahiert und schliesslich dy von der Konstante befreit, so ergiebt sich 

folgende Integrationsformel: 

1 -r, - ,_, r(« — 1) cos X ds; ein x dx~\ . » — 1 ^ . „_„ , 
JJs Sin" ^ X cos x\ ■ - -.- - — ■■- J + ■ Vs sin" ' x dx 

= I)s sin" X dx. 5) 

Auf ganz ähnliche "Weise erlangt man, ohne dass jedoch ein Zeichen- 

■wechsel wie in der Gl. Ö erforderlich ist: 

1 -n , - r (w — 1) sin ^ (ia; , cos x doTi , n - ■ 1 -r, „ u ^ 

— JJS aos^-^x sm x\ — -■- - 1 ^ J -\ JJscos"— ^xfl« = 

= Ds cos"a: dx . 6) 

II. Ist z. B. die Gleichung: 

sin^ xdx = dy 7) 

1) Die Esponenteo m und n sind ebenso wie in allen folgenden luteg ratio neu 
(§. 24-30) ganie, positive Zahlen. 
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zu integrieren, sü miiltiplif-iert man beiderseits mit n ^ 2 (Gl. 2) und 
teilt sodann (61. 3) daa Differential, also: 

siu' xdx -{- sin^ xdx ^^2dy. 8) 

Man ersetzt in dem aweiten Differential iiunmelir (Gl. 4) ain^ x durcli 
1 — eos^ic, also: 

sin^ xdx — cos^ xdx -{- dx = 2dy . 9) 

Wechselt man nun bei den zwei ersten Differentialen die Zeichen und 
extrahiert man siii''~^fl; cos x, ao ist zufolge N. Int-Meth. Gl. 70, 2, 270 ff.: 

— Bs sm X cos X I — . - ■ J = 

=< — sin a:( 1 -|- — -. — ) ■ cos a; 1 1 _— i 

= — sin {x -\- dx) cos {x + dx) = — sin ^ cos » . 10) 

Ferner ist 

Ds dx = x . 11) 

Substituiert man die Differential summen aus den Gl. 10 und 11 in die 
Gl. 9 und befreit man dann dy von der Konstante, so ist: 

— ' — - — -- -{- — =^ Bs sin^ xdx. 12) 

in. Ist die Gleichung: 

sin^ X dx =^ dy 13) 

zu integrieren, so ist, wenn mau die im §. 17, Abs. III benutzten Ab- 
kürzungen anwendet, mit Rücksicht auf die Gl. 5: 

1 j,' ^ Ti ■ 2 \'2coäs:dx siji.TdasI 
Ds '^ — -T^ JJs sin" X cos X ^ ■ — = 

M 3 L ajtiic coa x J 

1 / 2 coa X dx\ I sin x dx\ 

== — — sin^ i'^ ( 1 H ■■ 1 ■ cos sc (1 — — ; — -_ — ) = 

= — -ö (sin^ X 4- 2 siu a: cos x dx) (cos x — sin x dx) = 

= — i (sin x + Q-OäX dxf (cos x — sin x dx) = 

=^ — — sin^ X cos X . 14) 



^iD"s = |Ds sin xdx = (§. 22, Gl, 17) — -JcosS^. 15) 

uiert man die beiden vorstehenden Differentialsummen in die Gl. 5, 
ebt sich: 

- ^°l^ (siu* S + 2) = Z)5 sin^ X dx . 16) 
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§■ 24. 

Integration von -r^- Tina — - - - 

1. Ganz analog der im §. 23 gegebenen Entwicklung ist die Inte- 
gration der Gleichung; 

^-rf!/. 1) 

Man multipliziert beiderseits mit « — 1 und führt sodann mit Riiekaicht 

auf die Relation sia^ x -^ cos,^ a: ^ 1 Variable and Konstanten ein, also: 

(w — 1) dx , (n — 1) coa^ xäx , , , , ... 

^^^Z^ + -— -r„-^ --'=={n-\)dy. 2) 

Man teilt nunmehr das erste Differential in der bekannten Weise und 
extrahiert aus den beiden ersten Gliedern -.-^-,— , so dass also ist: 

Nimmt man nun die Differentialsumme, indem man ungleich, um deren 
Bildung zu ermöglichen (s. z. B. unten Gh 7) bei dem ersten Ausdruck 
die Zeichen wechselt und befreit man zum Schiusa dy von den Kon- 
stanten, so ist: 



Ebenso ergiebt sich, ohne dass jedoch bei dieser Formel ein Zeicheu- 
weehsel notwendig ist: 



. die Gleieliung. 



zu integrieren (s. oben §. 22, Gl. 58, 26) und benützt man wieder die im 
§. 17, Abs. III enthaltenen Abkürzungen, so ist (s. oben §. 22, Gl. 24): 
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'n-l^'^~ l -°» S^ = (9' ^2' ßl'öS) 1 log tang |- 8) 

Substituiert man die beiden Diiferentialsummen aus den Gl. 7 und 8 in 
die Formel der Gl. 4, so ist: 

— ^^-i + i log tang f = fls ;^fr- ■ 9) 

ni. Ist die Gleicbnng: 

ZU integrieren, so ist: 

MP X d x 

J^J J>"ä = I Ds 4^ = (§. 2ä, Gl. 26) - J cot iS, 12) 

aiso: 

— TT-- j~ — ^- cot X = Bs . ^ - • 13) 

§. To. 
Integration von sin"' a: cos" x dx . 
Bei der vorstehenden lutegratioii ist zu unterscheiden, ob sowohl m 
als auch n oder doch wenigstens einer dieser Exponenten ungerade 
oder ob beide gerade sind. 

I. Sind beide Exponenten oder doch wenigstens einer derselben un- 
gerade, ist z. B. die Gleichung: 

sin^ X cos^ X dx = dy 1) 

zu integrieren, so verwandle man das Bogen differential in ein Cosinus- 
differential, femer die Sinusfunktion in eine Cosinusfunktioo , also; 

sin^ X eos^ x d coax = ~ dy. 2) 

(1 — cos^ x^ cos^ a; d cos a; = — dy . 3) 

cos^ X d cos X — cos* X d cos x = — dy. 4) 

!Nimmt man nun von der letzten Gleichung beiderseits die Differential- 

sunime und befreit sodann dy von dem Minuszeichen, so ist; 

—. — = Ds sin^ a: cos^ x dx . 5) 

Ist nur einer der beiden Exponenten m und n ungerade, der andere ge- 
rade (wie z. B, in dem obigen Falle), so ist jedenfalls das Bogendifferential 
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jn das Differential jener Funktion zu verwandeln, welche den geraden 
Esponentea besitzt (im obigen Beispiel coa^ x). Ist sowohl m als auch n 
ungerade und beide gleich gross, so kann man diese Operation nacli Be- 
lieben rück sichtlich, der einen oder der anderen Funktion vornehmen. 
Sind die beiden ungeraden Exponenten nicht gleich gross, so nnias mau 
der Einfachheit wegen das Bogendifferential in das Differential jener 
Punktion verwandeln, welche den höhereu Exponenten besitzt. 
Ist z. B. die Gleichung: 

sin' X CQS^xdx = dy 6) 

zu integrieren, so ergehen sich folgende Gleichungen, die nach dem Ge- 
sagten keiner weiteren Erläuterung bedürfen: 

sin'a; cos*a; d aiu x = dy. 1) 

sin' x{l — ain^ xy d sin x ^= dy . 8) 

sin''a; d sm x — 2 sin^iC d sin x ~\- sin'-'x d sin x ^= äy . 9) 



— 1 :-— = Ds sin'a: cofi^xdx. 10) 

Es ist leicht ersichtlich, wie ungleich einfacher dieses Integral (welclie;- 
noch reduziert werden kann) ist als die Integrale, welche die Integral- 
tafeln (z. B. jene von Meier Hirsch S, 271) aufweisen. 

IL Sind die beiden Exponenten m und n gerade, so ist diese Me- 
thode nicht anwendbar. In diesem Falle gelten die nachstehenden beiden 
Formeln: 

a) Ds sin™ X cos" xdx^ Ds(i — cos^ x) sin""— ^ x cos" x dx ^ 

= J)s sin"'-'''' X cos' X dx ~ Ds sia™~^ x cos"+^ x dx. II) 

b) Ds sin"' x cos" xdx^ Ds(l — sin^ x) siu"* x eos""^ x dx = 

= Z'ssin"'a:cos''~^a;da: — Ds sin™+*iccos"~^ir("7a:. 12) 
Ist z. B. die Gleichung: 

sin^xcos^xdx^dy 13) 

zu integrieren, so ergiebt sieh mit Rücksicht auf die Integralformel in 
Gl. 12 folgender Ausdruck: 

Ds siu^ X dx — Ds sin* xdx = Ds sin^ x cos- x dx . 14) 

Die Differentialsummeii links sind aus den im %. 23 entwickelten Formeln 
leicht zu ermitteln. 

Ist die Gleichung: 

sin^a; cos'xdx = dy 15) 
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zu integrieren, so wird gleichfalls die Inte grationa form el in Gl. 12 mit 
Vorteil gewählt und es ist dann: 

Ds Bim^xdx — Ds sm^xdx = J)s dy, 16) 

welcher Ausdruck nach §. 23 leicht integriert werden kanu. Die An- 
wendung der Integrationsformel 11 würde auf die Gleichung führen: 

D& sin^a: cos^xdx — Ds sin^a: cos^xdx = Dsdy , 17 j 

welcher Ausdruck nur dann vorzuziehen ist, wenn die links erscheinenden 
Differentialsummen bereits bekannt sind. 

§.26. 



I. Die Integrale von der Form Ds — — — und ~— sind ent- 

cos" X ain" x 

weder Ür-Iutegrale, sofern der Zähler die Funktion nur in der ersten 

Potenz enthält (z. B. , , -- 3- - u. s. f.) oder abgeleitete Integrale, 

wenn der Zähler a\r^x, cos^a; oder eine noch höhere Potenz dieser Punk- 
tionen aufweist. 

Von den Differentialen der ersten Art kann die Differentialsumme 
durch Numeralisierung und Logarithmalisierung leicht gefunden werden, 
wenn man das Bogendifferential des Zählers in das Differential deri 
Nennerfunktion verwandelt. So ist z. B. (vgl, auch ohen §. 22, Gl. 34 
38, 39, 32, 33): 

Ds ~£c^ = — Ds '-■ -,-1 = (N. I. Gl. 105) ^ ^J^, _ ■ 1) 

Enthält dagegen der Zähler die Funktion mindestens in zweiter Potenz, 
so gelten folgende Formeln: 

^^ ™^ä_« _ ^^ (l.-z2!!£jj|"r>if _ D, ''''''."'" - -ÖS '^'9^ ' ■ 2 ) 

Ist z, B. die Gleichung: 

zu integrieren, so erhält man durch die Substitution von 1 - — cos^ x für 
cos X dx = dy , 5) 
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welche Gleichung durch Substitution der oben (§. 22, Gl. 50, 10) a 
Dt'fferentialsummen leicht integriert werden kann, 

Durch eine analoge Substitution verwandelt sich die Gleichung: 

^f ^ "^ = dy 6) 

in die Relation 

Bs — . -, Ds cos 'X dx = Ds dy , 7) 

welche aus §. 22, Gl. 33, 10 integriert werden kann. 

II, Das dritte in der Überschrift angegebene Integral kann durch 
folgende Formel integriert werden: 

(ain'ai+ ko s- x) äx __ 



Bs -^..--^Ds"^ 



- + Ds -T^^^^^- ■ 8) 



;rwandelt sich die Gleichung: 



durch die in der 61. 8 angegebene Substitution iti den Ausdruck: 

oder mit Rücksicht auf §. 22, Gl, 38, 39: 

— log cos X + log sin x = log -^^ = log tangx = Ds -■ — '- 11) 

In ähnlicher Weise können alle in der Überschrift bezeichneten Integrale 
successlve ohne Schwierigkeit ermittelt werden, 

§.27. 
Integration von tg" x dx . 
I. Das Integral Ds tg x dx ist ein Ur-Integral, welches schon oben 
(§. 22, Gl. 34—38) entwickelt worden ist. Die Ableitung aller übrigen 
Integrale von der Form X^'^xäx erfolgt, obgleich sie wie alle abgeleiteten 
Integrale auch direkt durch Numeraliaierung und Logarithmalisierung 
gewonnen werden können, am einfachsten durch die Methode der Hilfs- 
differeutiale (oben §. 4). 
Wenn die Gleichung: 

ig"xdx = dy 1) 

zu integrieren ist, so ist ig"'~^ x dx zuzuzählen und abzuziehen, also: 

tg™ X dx -\- tg"~^ X dx — tg"~^ X dx = dy . 2) 
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Man setze nun, um diu Differentialsumme der beideu ersten Differentiale 
zu ermitteln, 

Aus dieser Gleiehung können durch Operationeu, deren Bedeutung sebon 

ans früheren Fällen bekannt ist, folgende Relationen gewonnen werden: 

{n — 1) tg"-äi xäx-^- (» ~ 1) tg" X dx = (n — V)äB, 4) 

^^ Ds tg"-! X ^^^~-''- + (m - 1) tg a; äx'\ = Ds d^ . 5) 

Substituiert man diese letztere Differeatial summe in die Gl. 2, so ist: 

-■^- Bs tg—^ X ^^-~- + C» — I-) tg a: dx\ - Bs tg>'-s X dx = 

= ÖS tg" X dx . 6) 

II. Ist z. B. 

tg^ X dx = dy 7) 

zu integrieren, so ist tg"~^a; = 1, w — 1 = 1, ferner tg dx == dx (vgl. 
§, 22, Gl. 6) und es ergiebt sich daher (s. oben §. 22, G!. 24): 

--— Z/s = Ds tg a; [^ + tc a: (/a:] = tg a: ■ -i^- = 

1! — 1 ° Ltg K ' ^ J " 1 — tg X (ia; 

^ , tg djt 

= t.g:..,-., "H%- = *^^T:±-^f-^=tg(a: + <;:.) = tgS, 8) 
^ l — tgxtgdj-, l — tgxtgdx a\ i I toll 

~ jy's-^ — T)sdx = — x, 9) 

also, wenn man die Differential Stimmen aus den Gl, 8 nnd 9 in die Formel 6 
substituiert : 

igx^x = Dsig^ xdx. 10) 

in. Ist die Gleichung: 

tg^ 'X dx = dy 11) 

zu integrieren, so ist (Gl, 6): 

2 t g dcK 

;^ D S = - Ds tg^ a: \-^--^ ^2igxdx\^-ig^x- -- -^-|--^, == 

^-tg^x. 12) 

— B"s = - Dsigxdx = (§. 22, Gl. 38) log aosx. 13) 

Substituiert man die beiden Differential summen aus den Gl. 12 und 13 
in die Formel der Gl. 6, so ist: 

tg^ X 4" log cos X = Ds tg' X dx . 14) 



' 3 1 — 2iga tgdx 2 (1 — tg « tg da:)' ' 
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§. 28. 

Integration von. x™ sin x dx nnd x^'" cos X dx . 

I. Auch die Gleichung: 

x'" sin X dx = dy 1) 

kann nur durch HilfsdifFerentiale integriert werden. Bei Anwendung 

dieser Methode ergeben sich folgende Relationen, die keiner weiteren 

Erläuterung bedürfen: 

X'"- d cos X =^ — dy , 2) 

x"' dcoix -\- cos X dx'" — cos x dx'" = — dy . 3) 

rdcoAx da^~\ 
Ds x'" cos x\- ■■ -■ -\ — — m Ds x"^~'- cos x dx ^ — I>s dy . 4) 

Nun ist aber (vgl. §. 23, Gl. 10) : 

Ds x"' cos X ■ H — = x"' 11 -| —j ■ cos X (1 + "co^-^" ) = 

= (x'" + dxf) (cos X + dcoax) = x'" cos x , 5) 
folglich, wenn man diesen letzteren Wert in die Gl. 4 substituiert: 

— X'" cosx -^ m Ds x"'~-' cos x dx ^ Ds dy = Ds af sin x dx . 6) 
Ebeuso ist: 

X'" sin X — m Ds x'"~^ sin xdx ^ Ds x"' cos xdx. 7) 

U. Ist z. B. die Gleichuug: 

X sin xdx ^ dy 8) 

zu integrieren, so ist: 

X d cos ai -(- cos a;(?a; — cos xd x = — dy. 9) 
Nun ist aber zufolge Gl. 3 — 5: 

Ds[xd cos 3! + cos xdx] = S cos x, 10) 

Z>s — cos xdx = — sin i. 11) 

Substituiert man die beiden Differentialsummen aus den Gl. 10 und 11 

in die Gl. 9 und befreit man sodaun dy von dem Minuszeichen, so ist: 

sin X — X cos X ^ Ds dy = Ds X sin xdx. 12) 

II. Ist die Gleichung: 

X cos xdx = dy 13) 
zu integrieren, so ergiebt sieh zufolge Gl. 7: 

D's = i sin ^ , 14) 

— m D"s = — Ds sin xdx =" eos x, 15) 



folglich 



X siu X -\- cos X = Ds X eos x dx . IG) 
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IV. Ist die Gleichung: 

x^ sin xdx = dy 17) 

zu integrieren, so ist (Gl. 6): 

— 7/s = — x' ao^x. 18) 

m D"s ==2Dsx cos x äx = (Gl. 16) 2 S sin ^ + 2 cus 5 . 19) 

Substituiert man die beiden Differential summen ans den Gl. 18 und 19 
in die Formel der Gl. 6, so ist: 

— S' cos 5 + 2 S sin ä + 2 cos ä ^ Ds «^ sin x d<e . 20) 

§. 2Ü. 
Integration von - ^- und -— • 

I. Weim die Gleichung: 

""^, '' = dy 1) 

zu integrieren ist, so multipliziert man dieselbe mit n — 1 und fügt dann 

das Hilfsdifferential — ^_^ ■■ hinzu, also: 

(n — sin X dx cos x dx , cos xdx , , , n\ 
—^ s:ri-H siii ("— fJ'^!/- 2) 

Estraliiert man nun aus den beiden ersten Differentialen in der bekannten 

Weise ^_^ , indem man zugleich bei Bildung der ersten Differentialsumme 

die Zeichen wechselt und schliesslich äy von den Konstanten befreit, so ist: 

Bs - - -^^j- == 






«-1 ^^-i L CO.X X j «-1 

= ÖS '^°^--?/.^. . 4) 

11. Ist z, E. (wenn man von dem in geschlossener Form nicht inte- 
grierbaren Ausdruck — absieht) die Gleichung: 

sin X da: __ , --, 

KU integrieren, so ist zufolge Gl. 3 (vgi. oben %. 22, Gl. 24): 



yGoosle 



folglich, wenn man die Diäerentialaummen aus deji Gl. 6 und 1 in die 
Gl. 3 aubaituiert: 

_ ?!^ _|„ 2)s '^''l'± -^ — jjs ^"- ^.^^— . 8) 

IlL Ist die Gleichung: 

^l"-^./.?. = dy 9) 

zu integrieren, so istr 



__ 1 sin a: + cos x dx sin ä 



2röa; 



ij, 10) 

^— D"s = |. Ds """^a ^ = (Gl. 4) — ^=1^ — -- Ds ""'^ '^ , 11) 
folglieh: 

-■;|?-^-J--D»Ei^_j,s'ü|Jl»:. 12) 

Ich bemerke, dass der Wert für D"s in der Gl. 11 sich aus der Formel 
in der Gl. 4 leicht berechnen lässt. 



I. Ist die Gleichung 

zu integi'ieren, so multipliziert man beiderseits mit n — 1 und führt so- 
dann mit Rücksicht auf die Relation sin^a; -i" co^^* = 1 Variable und 
Konstanten ein, so daas die Gl. 1 folgende Gestalt annimmt: 

{n^l)xdx , {n — l)xccii^xäx / -,-, i o\ 

-■^■^^, V-^ T^ '-={,n — \)dy. 2) 

Man teilt nunmehr das erste Differential wie in zahlreichen früheren Fällen 
und multipliidert die ganze Gleichung mit — 1, um die Bildung der ersten 
Differential summe in der Gl. 5 zu ermöglichen, also: 

2_4£. (w — 1) a; coB* x dx (w — 2 ) x dx . ^_ y. i , o-i 
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Um aus den beiden ersten Differentialen diu Differential summe ^^ ^ - 
bilden zu können, ist, wie sieh sofort ergeben wird, die Hinzufügiing des 
HilfsdiEferentials — -— j — notwendig, so dass also die Gl, 3 lautet: 
QOäxdx xdx (« — l)x<ii3a^itidx (n — 'i)xdx oosa; dx 

-^{n-~l)dy. 4) 

Nimmt man nun beiderseits die Differentiaisumme, indem man gleich- 
zeitig dy von ■ — (w — 1) befreit, so ist: 

-J -—r JDs ^;^-f- = Ds -4~ ■ f>) 

Ebenso findet man in analoger Weise: 

, n—2 -r, xdx 1 j-, mixdx j^ xdx „. 



IL Ist z. B., wenn mau von dem in geschlossener Form nicht inte- 
grierbaren Diffsrential -. — absieht, die Gleichung: 

xdx - ,, 

sl^^ = ^2/ 

zu integrieren, so ist zufolge Gl. 5 (vgl. oben §. 22, Gl. 10, 24): 

« ( 1 + — 1 ■ OOB 1 1 1 _ _ 

= 7 öÖ9~xdx\" ' '^ ~ "~^-- = — ^ßotx. 8) 

~l 7>"s = . 9) 

n~i ^"^ = -'^'^ 'li'^' = -^^ •^'^* ^ '^* "" '^§- ^^' ^^- ^^) ^"S ^^" ^ ■ 1*^) 
Substituiert man die Differentialsummen aus den Gl. 8 — 10 in die Gl. 5, 

so ist: 

— X cot X + log sin li: ^ IDs ^ -j ■ 

in. Ist die Gleichung; 

^^ = 'h) 12) 

zu integrieren, so ist (Gl. 5j: 



11) 
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